
А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л

Т ом  I 1 9  5 5 В ы  п. 3
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Рассмотрена задача о двух отражающих или двух преломляющих 
поверхностях, при помощи которых одно задан нос иоле может быть транс­
формировано в другое заданное ноле. Получена полная система диффе­
ренциальных уравнений задачи. Решение проводится в предположении 
справедливости законов геометрической акустики (или оптики).

При известной форме больших но сравнению с длиной волны отражаю­
щих или преломляющих тел и известном первичном, падающем иоле вто­
ричное отраженное или преломленное поло, за исключением некоторых 
специальных случаев, может быть с достаточной степенью точности рас­
считано по законам геометрической акустики. Представляет интерес так 
же решение обратной задачи, т. е. определение формы совокупности от­
ражающих или преломляющих тел, преобразующих заданное первичное 
поле в заданное вторичное поле. Такая задача возникает, например, если 
требуется создать излучающую систему с заданной дыффракционной ха­
рактеристикой направленности. Первичное иоле может считаться задан­
ным, если известен излучатель, т. е. рунор, поршневой излучатель и т. д. 
Вторичное поле определяется по заданной характеристике направленно­
сти. Для этого при помощи преобразования Фурье или иным известным 
способом определяется иоле в плоскости апертуры. Далее, при помощи 
уравнения эйконала и закона сохранения энергии но нолю в апертуре 
определяется вторичное, отраженное или преломленное поле вблизи из­
лучающей системы.

Можно показать, что для решении задачи трансформации первичного 
поля во вторичное недостаточно одного отражения или преломления. Так, 
например, если вторичное ноле задано в виде плоской волны с постоян­
ной амплитудой, а первичное поле задано в виде сферической волны с 
постоянной амплитудой, то эта задача не может быть решена при помощи 
параболического зеркала. Как известно, амплитуда плоской волны, кото­
рая получается в результате отражения, не является постоянной. Ниже 
будет показано, что для трансформации первичного поля во вторичное в 
общем случае достаточно двух отражений или двух преломлений.

Рассмотрим различие постановки анализируемой задачи и обычной 
постановки задачи в геометрической оптике. Н анализируемой задаче фор­
ма отражающих или преломляющих тел ищется из условия, чтобы о д н о  
первичное ноле, заданное как по амплитуде, так и по фазе, было преобра­

зовано в о д н о  вторичное поло, заданное таким же образом, т. е. но 
амплитуде и но фазе. Напротив, в обычной постановке задачи геометриче­
ской оптики определяются отражающие или преломляющие системы, ко­
торые преобразуют пространство предметов в пространство изображений, 
т. е. множество расходящихся сферических волн во множество сходящих­
ся сферических воли. При этом, в отличие от рассматриваемой задачи, не 
задается никаких требований на распределение амплитуд по фронтам схо- 

.дящихся и расходящихся сферических волн. Поэтому приведенный выше 
пример с параболическим зеркалом не является решением для рассматри-
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ваемой задачи и является решением с точки зрения постановки задачи в 
геометрической оптике. Укажем и на два других различия между задача­
ми. iJ геометрической оптике в качестве заданных полей обычцо рассматри­
ваются лишь сферические волны. В анализируемой задаче как первичное, 
так и вторичное ноля могут иметь волновые поверхности,сколь угодно от­
личающиеся от сферы. Кроме того, в геометрической оптике обычно рас­
сматриваются лишь отражающие или преломляющие системы, поверхно­
сти которых являются поверхностями второго порядка. Поверхности 
линз и зеркал, которые являются решениями анализируемой задачи, 
в большинстве случаев будут являться поверхностями более сложного 
вида.

Будем считать, что как первичное, так и вторичное поля преобразова­
ны к  удобному для решения виду, т. е. заданы посредством: а) уравпеннй 
лучей, б) распределения амплитуд ноля вдоль какой-либо поверхности Q} 
пересекающей каждый луч один и только один раз.

Такое задание ноля эквивалентно обычному заданию амплитуды и 
фазы поля в каждой точке пространства, так как по известному нолю лу­
чей могут быть построены ортогональные им волновые поверхности, а 
изменение амплитуды поля вдоль каждого из лучей определяется из зако­
на сохранения потока энергии вдоль пучка лучей. В дальнейшем для про­
стоты будем рассматривать плоскую или эквивалентную ей осесимметрич­
ную задачу для сред с постоянным показателем преломления, в которых 
лучи являются прямыми линиями. Рассмотрим последовательно решение 
задачи для случая отражений, т. е. при помощи двух зеркал,и для случая 
преломлений, т. е. при помощи одной линзы.

Случай отражения

Запишем уравнения систем лучей, соответствующих рассматриваемым 
нолям, как функции угла между лучами и осью ОХ. Точно так же 
запишем значение амплитуды в точке пересечения луча с поверхностью 
Q как функцию этого угла.

Соответственно принятому напишем

У =  «1 (?) * +  М«р). 4 , =  A  (<р); (1)
У =  а2 (0) х +  /;2 (0), А2 =  Л2 (0), (2)

где ср — угол между лучом первичного поля и осью О Х ,  0 — угол между 
лучом вторичного ноля и осью ОХ у А1(у), Л2(0) — амплитуды первич­
ного и вторичного полей на поверхностях Qx и Q2.

Определим связь между лучами первичного и вторичного полей, 
используя закон сохранения потока энергии в пучке лучей до и после 
отражения. Будем считать отражение зеркальным, т. е. положим коэф­
фициент отражения равным единице.

Тогда для плоского случая

\  А  (?) р, (?) =  \  л ! (в) Р2 (9) do (3)
*, о, Gj ^  0  ^  02,

где p,('f), р2(0) — радиусы кривизны волновых поверхностей для первич­
ного и вторичного полей в точках пересечения лучей с поверхностями
Ql И <?2.

Аналогично для осесимметричного случая

\ (?) ?l (<р) sin ® cb =  J Л* (0) р| (0) sin 0 d0.
Ф 1
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Из уравнений (3) и (За) может быть определена связь между угла­
ми ср и 6:

0 =  0(ср). (4)

Из (4) следует, что для решения задачи необходимо построить по­
верхности, отражающие лучи первичного ноля так, чтобы после отраже­
ний луч первичного поля, идущий под углом ср, перешел в луч вторич­
ного ноля, идущий под углом 0. Будем далее искать координаты двух 
искомых зеркальных поверхностей У г и Х 2: Y 2 как функции угла ср, 
рассматриваемого в качество параметра, т. е. будем определять коорди­
наты точек первого и второго зеркал, 
преобразующих луч, идущий под 
углом ср, в луч, идущий иод углом
0(<р).

Отсюда следует, что (фиг. 1) точка 
первого зеркала, отражающая луч пер­
вичного поля, удовлетворяет уравне­
нию этого луча

Y I (?) =  «1 (?) X  , (ср) +  Ь1 (ср) (5)

и аналогично для второго зеркала 
(используя (4))

у 2 [0 (?)] =  я2 [0 (?)] х 2 [0(<?)] +  Ь2 [0 (<Р)].(6) Фиг. 1

После первого отражения луч должен попасть в точку Х 2\ У2 и, следо­
вательно.

где

dVi , с 9 +Р
аХг 1Ь 2

Р — arc tg

(7)

(8)X 2 ’ X i
Гак как после второго отражения луч должен идти под углом 0, то

dh  -  +  9
dX 2 ё 2 (9)

Система уравнений (3), (о), (7), (9) решает поставленную задачу. Это 
видно, если переписать эти уравнения в каноническом виде:

dYi
е/ср

dY«

Y i — /1 (?> х х),
^ 2 =  /2 ('?> ^ 2)»

M ' g l (9 l , X l t X „  Y „  Y 2), 

=  Xu X2, ¥ »¥ ,).do dy

(5a)
(6a)

(7a)

(8a)

В качестве начальных условий для системы уравнений можно выбрать 
любые две точки, лежащие на двух лучах, соответствующих друг другу со­
гласно уравнению (4). Необходимость двух отражений для решения задачи 
на первый взгляд не является очевидной. Казалось бы, что преобразова­
ние луча, идущего под углом ср, в луч, идущий под углом 0, может 
быть сделано при помощи одного отражения в точке пересечения лучей. 
Легко видеть, однако, что в этом случае поверхность зеркала не может 
быть сделана гладкой, так как уравнения (7), (9) не совместимы в общем 
случае с уравнениями (5) и (6).
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Рассмотрим простейший пример, иллюстрирующий это положение. 
Зададим первичные и вторичные поля в виде сферических волн с посто­
янной амплитудой, исходящих из двух точек, расположенных симметрично 
относительно оси О. Тогда из (3) следует, что #

О =  — ср,

и уравнения (7), (9) удовлетворяются, если элементы зеркала параллельны 
оси ОХ | (фиг. 2). С другой стороны, точки пересечения лучей удо­
влетворяют уравнению х  =  0, что несовместимо с первым усло­
вием. Отметим, что физически осуществимые решения должны удовлет­

ворять следующим дополнительным 
условиям: а) поверхности зеркал не 
должны затенять друг друга; б) поверх­
ности зеркал не должны пересе­
кать каустик первичного, вторичного 
или промежуточного полей.

Случай преломления

В отличие от предыдущего слу­
чая, когда два отражения требуют 
двух зеркал, в случае преломления 
требуется всего лишь одна линза. 

Необходимые два преломления совершаются двумя поверхностями линзы. 
Решение задачи для преломления лишь незначительно отличается от 
решения для отражения. Различие связано с изменением закона транс­
формации лучей на поверхностях линзы и с необходимостью учета волн, 
отраженных от поверхностей линзы. Рассмотрим вначале случай, когда 
отражения от поверхностей линз пренебрежимо малы. Тогда, так же 
как и ранее, лучи первичного и вторичного полей связаны законом 
сохранения энергии (3) и, следовательно, может быть получено уравнение 
(4). Так же сохраняются и (5), (6). Уравнения (7), (9), соответствующие 
закону зеркального отражения, должны быть заменены на уравнения, в 
основу которых положен закоп Сиеллиуса. Если линза с показателями 
преломления п2 расположена между средами с показателями преломле­
ния пг и п3 (фиг. 3), то

iin(T ±a) =  Nf (10)
s in  a

где?N  — отношение показателей преломления более и менее плотной 
среды (/V > 1), а — угол между нормалью к поверхности и лучом в более 
плотной среде, ? — угол между лучом во внешней среде и лучом внутри 
линзы, т. е.

т. =  Р — <р, (11а)
Т 2  =  0 - р .  (116)

Определяя из (10) а, получим
s in  Y

t g а  TV— cosy ’
что позволяет написать уравнения касательных к  поверхностям линзы:

C tg [ J — «х]. (12):

c tg [o ; — «*]. (13)

эквивалентные (7), (9), для случая отражения (фиг. 4). В уравнениях (12), 
(13) выбирается угол, соответствующий лучу, находящемуся в более

*Уг
—

d X 2
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плотной среде. Так, например, если п3^>п2'^>п1, то

Ш = -  cts  (Р -  ai); й = -  cts  -  ах)-

Углы а и 7 должны быть одного знака, причем

1 т + « | < у .

|ctg«l >Vr̂ * — 1.
т. с. углы а и ^ ограничены при заданных значениях показателя прелом­
ления.

Система уравнений (4), (5), (6), (12), (13) позволяет определить форму 
поверхности линзы. Если при расчете линзы нельзя пренебречь волнами.

отраженными от ее поверхностей, то уравнение (3) для баланса потоков 
энергии следует рассматривать как первое приближение. Расчет линзы 
необходимо вести по методу последовательных приближений, причем для 
второго и более высоких приближении уравнение (3) должно быть 
записано в виде

5 А\ (?)Pi (?) Л  (?) <*Р = \ А  (б) р2 (0) dO (4а)
<?1 6,

для плоского и

<р е
$ л \  (?) Pi (?) Pi (?) sin <р da>= J А\ (0) pi (0)sin0 dO

для осесимметричного случая, где Р г (ср) — суммарный коэффициент 
пропускания для луча о, учитывающий потери при преломлении на 
первой и второй поверхностях линзы.

Изложенные выше решения применимы также и к оптическим задачам. 
Они могут быть легко обобщены на случай, когда среды, внешние но 
отношению к линзе, имеют переменный показатель преломления, или на 
случай волноводных линз или линз из анизотропного материала. Отмс­
тим также, что поставленная задача может быть решена большим коли­
чеством отражений или преломлений, что имеет, однако, смысл лишь 
в тех случаях, когда заданы дополнительные условия, например, на 
поляризацию векторов поля.
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