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ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ АВТОМОДЕЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
В ЗАДАЧЕ О КРАТКОВРЕМЕННОМ УДАРЕ ПО ХОЛОДНОМУ ГАЗУ

В . 2>. А  д а м ски й

Выводится система автомодельных уравнений для задачи о кратко
временном ударе по холодному газу [1|. Проведено исследование этой 
системы в общем виде для любого показателя адиабаты у. Показатель 
степени п, от которого зависит автомодельное решение, может быть най
ден путем численного счета от особой точки до точки начальных усло
вий. Приведены значения показателя п и графики физических величин 
в эйлеровых и лаграпжевых координатах, полученные численным счетом 
для двухатомного газа (у =  7/5). •

В работе Я. В. Зельдовича «Движение газа под действием кратко
временного давления (удара)» [1 ] показано, что задача о коротком ударе 
сводится к системе автомодельных уравнений. Эти автомодельные урав
нения в форме Лагранжа можно получить непосредственно. Введем не
зависимую переменную

т

X
где т =   ̂ pdx =  р0у и М  =  р0Х (X — эйлерова координата фронта удар-

—оо
ной волны, х — текущая эйлерова координата, у — лагранжева коор
дината).

п
Представим, что р =  Лр0ЛГ“п/ ( 7/) — давление, и =  У А М  2 го (у) — 

скорость, р =  ро <7 (^) — плотность.
Положим /  =  1 при ?)=  1. Тогда из условия на фронте сильной удар- 

нои волны р = -t—Tj— р0к2 имеем

Замечаем, что
dM  Y + 1  у +  1 ,/-7 -»
~dF ~  2 РоИФ “  2 Р° * ^  ^

Выписываем уравнения газодинамики в форме Лагранжа:
др _ ___р! ди др 2 ди --- Х/ПЯТШРНИР НРПЯЯГУКТПНПР/ГИ *dt Ро ду и ли  dt Р дт V UUUIIvU Jlv XIvUCaO И у

ди £ t ди др VПЙИТТРИИй ГТПИЖРНИЯ
dt Ро ду или dt дт у UODIlV/Illiv ДХ)х1/1\011д1Д«

За фронтом волны течение изэнтропическое, поэтому применимо 
уравнение

или

гак как р /  рт — функция только энтропии.
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Таким образом, величина p j  pY является функцией частицы и для 
каждой частицы от времени не зависит.

Из уравнения движения получаем

п dw
T w +  r‘ ^

df_
d'fi

Используем далее энтропийное уравнение. Для любой частицы rasa 
имеет место соотношение

Р_
,у К  Mi) =  К  М9)р- рт

или

р К  M t) =  р к  * , )  [ j ^ ]  I ,

где М j и М2 — лангранжевы координаты фронта в разные моменты вре
мени. Если взять 71/2 =  /и, то получим

отсюда
р (то, М) =  ро

? =  ^ 7  (4)1
У

Таким образом, между величинами q и /  имеется алгебраическое 
соотношение.

Используем, наконец, уравнение неразрывности. В автомодельных 
переменных оно принимает вид:

Ш Ш
dq

___

d-n
dw
W  '

Исключая q, получаем

Г + }

ИЛИ

dw
— V

у  +  1 у  — 1 dd-n -  -  у •-Г--т + 1'4  i  147] 1/Y
Таким образом, мы получаем систему двух обыкновенных дифферен

циальных уравнений, которую надлежит исследовать:

« . *1 Г  2 df
- 2 w + ^ =  V  т т г ^ ’

=  _  l / . Т +  1. Т - 1  А  [* « Л -WV 
e/Т] К 2 у -f- 1 ** Ж) ^  '  '

Покажем, что 1 < п < 2 .
Проинтегрируем первое fуравнение от гю до 1 ; т|0 — точка, где ско- 

рость го меняет знак. Тогда имеем
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подставляя пределы, получаем

- т ) \  ^  =  V I T T Пг1 «)•

Справа — положительная величина; чтобы и слева была положитель
ная величина, должно быть п<^2.

Проинтегрируем теперь первое уравнение в тех же пределах, умно
жая его на w:

Й ' г “’, + d-ri

(" - 1 > $ - т ^ +  V y h : \ f % dri =  ~ 7‘ w‘ + V i h w f [
• 71о TIo

Используем второе уравнение

*>• 7>(

V 1%  dr[ =  ~ Т Т Т  S /г< r dvi =
По

=  I — i  — С [r,n/l Y Гт]п Л ■ =  * C
r  +  1 T J l i / J  ^  l i  / J  Y +  1 iTJo 7)l

Г ̂  №/]

*1

1 —  1 
—  b f / ] Y —

‘ Щ Y ‘ Л ,*)

r  +  1 4n—i
ft — 1

+  r  +Tlo "0

Y—1 
Y ^ 4

Отсюда получаем
l

1 \
T + T 7! T / Y J d7J =  — 4 + Y +  l И»/

4# 4. •n*

-  7 + T  М-Л
—  1 1Y _____,71—1

7)0
после подстановки пределов 

l

<» -  f  “ И ”71,

1
Y +  l № /(% )]

1 1
Y ч Г 1

=Л+ 1

Отсюда следует, что должно быть п^> 1.
2Y—П Г—П+1

Подстановка (pyjyy-1 =  /  и <dt) y+1 =  г# дает возможность свести си- 
стему к одному уравнению.

В новых переменных уравнения преобразуются к  виду

i/ы
Ж

п d o >  у --- Л  —  1
и - ! /  2

(1$

2 W +  d l  +  у  +  1 “  У Y +  1 d t  " •

у - п - - 1 1 - i / y  +  i у - 1  L ~ ( + - l )  d <р

у  +  1 “  Y К  2 Y +  l  I 9

2 у  —  п

Y +  1

где £ =  1пт|.
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Система, разрешенная относительно производных, имеет вид:

dcp
i / "  V +  1 n 2у — п

2- “ - т + т - * + 1 - ‘ +  2)2 (Г + 1)

1 — — 1 ~ ( т +1)
2у <Р

у - 1
do> Y ^ f r  +  l ) " 9 
dl ~

(у — 1 ) 2  -  (-7 + О Y --  1  -- п
~11у +  / , ■<-  (га +  2)<0ф4Y (Т + 1) Y +  1

(О

у — 1 — ( - 7  +

‘ - V 9

Таким образом, мы приходим к одному уравнению

( т +1) у—1 —«г - 1
do =  y^ 2 (y +  1) 
dy

^  С +  :V “ * Y +  1
<0

1  Г  V +  1 л 2у — п
F V r - T + r » + Y _ 1  (га +  2) ф - ^

2 (y +  1)

С целью избавиться от дробных степеней и привести уравнение 
к единообразию для всех показателей адиабаты произведем замену 
переменных:

ы_ (дг-ы)
9

Тогда получаем:

и и © =  z.

г - 1
1 , . \ rftt у Т  2у 4-1

у — 1 — п

Т +  1
+  - ,/Т Т Т г а

Г 2 2 “ Y +  1 ' 2 (y +  1)

После несложных преобразований уравнение приобретает вид:

dz

^  1 ^ 1  +  2) „ +  т„  _  - I / r + 1
1 1^2 (y +  1) 4 2 Г 2

z

71
- ( Y  +  1)

т — 1uz — (2у — n) z +  2 (n +  2)

Произведем качественное исследование этого уравнения. 
Уравнение изоклины бесконечностей

у - 1 (п +  2)
z = и z =  0 .Л

2у _  П — у  (у 4- 1) U

Уравнение изоклины нулей
у - 1

z = Г 2 ( у  +  1)
7t — ^ (Г(. + 2) И

« Т  1 / Y  +  1 о
Т  V  2 м2

Построим общую картину течения интегральных кривых. При этом 
нас не будет интересовать ход интегральных кривых при z< i 0 , т. е.
при отрицательных давлениях, а также при и^> | / — , 
скоростях, ббльших массовой скорости на фронте.

т. е. при
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Из асимптотического хода при и ос изоклины бесконечностей

_____ Г - 1  п +  2  - i f  2  _1 _
Y +  1 п У Y +  1 “

•и изоклины нулей

7 _  _  у - 1  » +  2 1 /  2 _1_
Z ~“ Y 2n Г Y +  1 и

еледует, что они должны пересекаться в области отрицательных и. 
Их пересечение образует особую точку типа седла, что хорошо видно 
из картины течения интегральных кривых, прилагаемой на фигуре 1 .

Интегральная кривая, удовлетворяющая грапичным условиям, должна 
пройти^через эту особую точку.

Фиг. 1. Примерный ход интегральных кривых
1 — интегральная кривая, удовлетворяющая начальным усло
виям, 2 — точка начальных условий, 3 — изоклина беско
нечностей, 4 — ивоклина нулей, 5 — область положительных 
значений производной, 6 — область отрицательных значений

производной

Действительно, кривая, не проходящая через особую точку, либо 
©овсе не достигает значения z =  О (т. е. /; =  0), что явно бессмысленно, 
либо идет в бесконечность, но слабее, чем изоклина нулей

пЛ-2 л [  2 1
п V Y +  1 2

Легко убедиться, что в этом случае

С

где С — произвольная положительная константа.
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Переходя к прежним переменным, имеем

Если теперь это соотношение подставить в уравнение, связывающее 
ф и  т] вблизи yj—>0 , то получим

dtр _  у (п  + 2)
71 ~  Y+T“ C?'

что после интегрирования дает
1

Yfn+2) •
ч 7+1

2Y — п
Переходя к функции /  =  <р>] y+i ~ 7f n, мы не получаем нулевого дав

ления в точке т] =  0 .
Найдем теперь координаты особой точки в переменных u, z. Прирав

няв нулю числитель и знаменатель и исключив z, получаем уравнение

V ^ + 2> L T L ( n  +  2)u - Y - l  
^ 2 ( у  +  1)

Л

f2r - n ) - i ( Y +  i ) | / ' l ± I . . yu Y +  l
2

или, преобразуя к обычному виду квадратного уравнения, имеем

(2  +  „ ) Г ^ 1 / 1 + . „ , - (2 _ „ 1 , а _ 4 ^ | _ 0

Отсюда
ц _  2 -  "Y ±  У Н Т г3 1 2)1» +  2n (Y -  2) 2 (2Т - 1 )  +  |2 (2у -  1)1*

(Y -  1) (2 +  »> У  X + i

Берем отрицательный корень

z

, и тогда

Чтобы определить гг, необходимо вести численный счет из особой 
точки попытками. Лишь при одном значении гг кривая численного счета 
приведет в точку начальных условий. Чтобы численно выйти из особой 
точки по сепаратрисе, нужно знать разложение вблизи особой точки, 
которое находится без труда:

где

on 4 +  | /  (5п +  4 У -  16n (1 + п) ̂ ±-1

n ^ Y ^  +  i

Знак плюс перед корнем берется потому, что, как видно из фиг. 1, 
интегральная кривая, являющаяся решением, совпадает с той сапаратри- 
сой седла, которая имеет более крутой наклон.

Значение показателя п получено для двухатомного газа. Оно равно 
п =  1,333 для 7  =  7/б- • „ ■ • •
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Приводим также графики величин /, q, w в эйлеровых и лагранже 
вых координатах (фиг. 2, 3, 4).

f w  Я
ю

Фиг. 4

9 f

Фиг. 2, 3, 4, Двухатомный газ:
т* — даграюнева координата,* — эйлерова коор
дината, /  — представитель давления, q *— пред
ставитель плотности, то — представитель ско

рости

X
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