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ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА ВРАЩАЮЩИМСЯ ДИПОЛЕМ

Л . Н . С р е т е н с к и й

Ось диполя, момент которого меняется периодически с течением вре­
мени, обладает некоторым движением в пространстве. В работе изучается 
акустическое поле такого диполя, когда указанное движение представ­
ляет собою или равномерное вращение, или гармоническое изменение угла 
оси диполя с неизменным направлением в пространстве.

1. Возьмем уравнение распространения звука в однородной среде:

где с — скорость звука, а Ф — потенциал скоростей. Через функцию Ф 
могут быть определены сжатие газовой среды $ »и давление в среде:

1 дФ , дф
s - l t ~ d T ’ P - P o  + Po-fr-

Здесь р0 — нормальное давление, а р0 — нормальная плотность среды.
Называя через г расстояние какой-нибудь точки пространства от на­

чала координат, мы может написать одно частное решение уравнения (1), 
изображающее сферические волны, исходящие из начала координат, как 
из источника звука:

F1 (а) — произвольная функция своего аргумента. Дифференцируя ре­
шение (2) по х , мы находим другое решение волнового уравнения:

J_  А  М г~ т )
дх - >

определяющее распространение звука от диполя момента М  =  Fx (t)\ ось 
диполя расположена вдоль оси ОХ.

Далее, функция

1 е Ч - v )

4к ду г

определяет потенциал скоростей движения, вызванного диполем момента 
M  =  F2 (t)| с осью, расположенной по координатной оси OY.

Из всего этого следует, что функция

является потенциалом скоростей акустического поля, образованного ди-
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•полем, момент которого есть

M =  V f l ( t )  +  Ft (t)

и ось которого, располагаясь в плоскости XOY , образует с осью ОХ угол х> 
определяемый формулой

cos £ = Л  (0 в
V n  (о +  >1 ( о '

Рассмотрим некоторые частные случаи распространения звуковых 
воли, описываемые формулами настоящего параграфа.

2. Примем сначала

Рг (t) =  mcos at cos (at, (t) =  m cos at sin co£, (6)

где лг, g, со — данные величины. Из формулы (4) вытекает, что момент 
диполя будет иметь такое значение:

М = т cos at,
а угол х оси диполя с осыо ОХ будет равномерно изменяться с течением 
времени, обладая угловой скоростью со. Таким образом, формулой

определяется потенциал скоростей колебания газа при распространении 
звуковых волн, образуемых диполем с гармонически меняющимся момен­
том и с осью, равномерно вращающейся в плоскости XOY .

Предыдущую формулу мы можем переписать еще в таком виде:

ф — т
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c
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(7 )

где
ja =  co a, v =  a) G.

Следовательно, акустическое поле, возникающее от равномерно вра­
щающегося диполя, может быть представлено в виде суммы акустических 
полей, создаваемых двумя парами диполей; ось одной пары совпадает 
с осью ОХ , а другой с осью OY; частоты колебаний в каждой паре 
представляются в виде суммы и разности частот вращения оси диполя 
и частоты самого диполя.

Определим величину потока энергии (?, проходящей через сферу (S) 
большого радиуса R  в направлении от диполя. Имеем

Q =  — \ \ { P ~ P o ) ^ d s .  (8)
:  . ■ ( S )

Для подсчета величины Q введем в формулы (7) и (8) полярные 
координаты точка (х, у , z)y полагая

Получим
х =  г sin 0 cos ф, у  =  г sin G sin ф, z =  г cos 0.

л  т sin 6 г . , ,, , . / , \, .Ф =  — ^  ~ у —  [|А Sin (|ЛТ —  Ф) 4- v sin (vx — ф)] +
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Здесь положено для краткости письма х =  t — у  и не выписаны явно
i•слагаемые, стремящиеся к пулю, как у  .

С той же степенью точности мы получаем еще следующие две 
•формулы:

т S' y  [ft2 COS (|АХ — ф) 4* v2 cos (vx — Ф)] -|-----дф __ __
дг 8 к с 2

g“ - [|А2 COS (}АХ — <J>) +  V2 COS (vx — Ф)] +

Составим теперь на основе этих формул величину Q; имеем

Q =  \ \ №  cos (l1T “  Ф) +  v2 cos (VT — 'V)]2 sin3
о о

или, выполняя интегрирование:

=  [4co2 a2 sill2 ax +  («о2 +  a2)2 cos2 ax].

Отсюда среднее значение Q величины Q за период колебания диполя 
'будет равно:

= + 6 ы г а 2 + ° 4 ) -

Это есть выражение той энергии, которую излучает в бесконечную 
■среду за период своего колебания вращающийся диполь.

Найдем затем значение внутренней энергии Е  в каждой точке про­
странства вдалеке от диполя:

E = j p c * s \

Выполняя подсчеты, получаем

pm2 sin2 О 
128гс3 с4 г2[JA2 COS (|tx Ф) - f  v2 cos (vx — <1>)]2.

Найдем по этой формуле среднее значение Е  внутренней энергии, 
•определяя его так:

-  (  Т  ^Е  =  lim \ 1 \ Edt [ .
^  F {  J

Выполняя подсчеты, получаем

*  =  <“4 + 6ы2зг + з4)
sin2 0
Т 2-

3. Предположим теперь, что ось диполя меняет угол х своего наклона 
<к оси ОХ по закону

X =  7cos kt, (9)
•где j  и h — суть данные числа.

Допустим далее, что момент диполя изменяется с течением времени 
но гармоническому закону

M =  mcos<jt.
Функции Fx и F2 § 1 будут иметь в данном случае такие выражения:

F1 (х) =  т cos ax cos (y cos h x),
F2 (x) =  m cos ax sin  (y cos h x).
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Потенциал скоростей Ф запишется так:

Ф =  _  *87:  \ д х

т 10  cos (<7Т +  У cos ^T) , d cos (сгт — у cos /г т)
д х +

t д_ sin  (от -[- у cos / 1  т) 5 si 1 1 (ат  — у  cos А т)
‘  *!/

у  COS /1 т) |

Перепишем это выражение в новом виде, используя известную из. 
теории функций Бесселя формулу

со
e i f  cos  h i  =

2  iPJp O r )  e P ' I T i ;

получим
со

Ф =  “ ^ 1 й  S  -Е~  соэY 1' / 'cos(3 +  ph) t  +
р-=-оэ

+  Щ ^3 sin i  *Р COS (а +  М) 4  •
р—<о J

Отсюда находим для больших г такие формулы:

?  “  ~  Sin 0 fFl W C0S Ф +  Г 2 М  Sin Ф1.

= 7^ТГ sin 6 tri (т)cos Ф + г 2  (•) sin •!*].
где

со

i ' l W  +  г'ГгСО =  2  (a +  M )2eJnpi/p (7)cos(3 +  M ) ' t -

(Ю)

Найдем при помощи этих формул величину энергии, излучаемой 
через сферу большого радиуса:

д Ф д Ф  , с
~я7 Т" — d t  д г

pm2
12тгс̂ P lW  +  ilW ].

Отсюда можно найти среднее значение Q величины Q, понимая под Q 
следующий предел:

Q =  lim \ Qdt .
т~“ I i

Выполняя подсчеты, находим

2  (° +  М )44 (т ) ;  (И)
р=—оо

здесь предполагается, что между а и Л не существует соотношения вида

при ЛГ целом; при наличии такого соотношения предыдущая формула 
несколько усложняется.

Формулу (11) можно существенно упростить, принимая во внимание 
известные равенства:

М м -4  т*. 2  р '4 Ы = 1 Т‘+4 Т!-
V - — гг> р  ——<гз
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I (олучаем

Q ЯВЙЙ+ 3-м* Щ + ** fSjf I- Я  ■
Найдем затем выражение для внутренней энергии газа; имеем

Для больших значений 
стой вид:

г это выражение получает следующий про­

с т 2
3 2 - 2 с 4 г~

[Гх(т) cos Г2 (i) sin <1»]2 sin2 0.

Найдем по этой формуле среднее значение Е  внутренней энергии к

p*4w

данном месте, далеко отстоящем от начала координат:
т

p m 2

Е =  lim
Т-=со

т

1

Edt\ =
о

32те2 с4 г2
sin2 6 • lim £  \ [Г, (т) cos <b +  Г2 СО sin <b]» dt .

Т=со О

Выполняя здесь вычисления, получаем

Е =  , ,Ц - 2-г-о sin2 0
64тг2 с4 г2

со со

sin2 2 ’ (а +  Pht J v{l) +  to s 2  ■!) 2 * (« +  М ) 4  J l  (т)
р——СО р = —со

(12)

причем первая бесконечная сумма распространяется лишь на нечетные 
значения индекса суммирования /.>, а вторая — на четпые.



98 Л .  I I .  Сретенский

Формула (10) показывает, что акустическое иоле, создаваемое диполем, 
ось которого колеблется по закону (9), может быть составлено из аку­
стических нолей неподвижных диполей в бесконечном числе, оси которых 
совпадают с осью ОХ или с осью OY. Каждый отдельный член 6qfконеч­
ных рядов (1 1), (12) и других указывает, какое влияние на сумму 
соответствующего ряда оказывает каждый из неподвижных диполей. 
Особенно интересные обстоятельства отмечаются здесь при больших зна­
чениях величины 7 , т. е. в том случае, когда ось диполя делает доста­
точно большое число полных оборотов вокруг точки О. Если, например,
Т взять равным 24, а отношение взять маленьким, то

( - 1 + Р) Ч ( 2 4 )

будет иметь наибольшее значение, равное 12 858, для р =  2 2 ; для осталь­
ных же значений р мы имеем значительно меньшие значения для
этого одночлена. И можно отметить, что при — небольшом и у значи­
тельном первенствующее значение будет за слагаемым, отвечающим
Р ~  Т-

Таким образом, в рассматриваемом случае в формировании акусти­
ческого поля колеблющегося диполя основную роль играет один диполь 
(или несколько ближайших к нему по номеру).

На фигуре изображены для двух величин j  значепия р4 в зави­
симости от индекса р.
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