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ОБ ОДНОМ ПРИБЛИЖЕННОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ О РАССЕЯНИИ 
ЗВУКОВЫХ ВОЛН НА НЕРОВНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

Ю . I I .  Л ы са н о в

Предлагается метод расчета рассеяния звуковых волн на неров­
ной поверхности, основанный на решении приближенного интеграль­
ного уравнения для нормальной составляющей колебательной скорос­
ти па рассеивающей поверхности. Метод применим в случае достаточ­
но пологих абсолютно отражающих поверхностей.

Пусть плоская звуковая волна падает под некоторым углом на неров­
ную поверхность. Выберем прямоугольную систему координат (х, у , z} 
так, чтобы плоскость xz совпадала с плоскостью падения звуковой волны, 
а плоскость z = 0—со средним уровнем неровной поверхности (см. фигуру)^ 
уравпенио которой задано в виде

z =  C(x). (1>
Полное поле в произвольной точке (х, z) может быть выражено через 

значения поля и его нормальной производной на рассеивающей поверх­
ности по формуле Грина, которая для рассматриваемого случая двумерной 
задачи записывается в виде

Ф (X, Z) =  Ф, (X, z) +  т  \  ( Ф Гп И Р  т  ~  и ?  ( к Ъ )  д£ )  d suдп дп ) ( 2>

где Ф (х, z) — полное значение потенциала скорости в рассматриваемой 
точке, Ф*(х, z)— значение потенциала скорости в падающей волне; второй 
член в правой части (2) описывает рассеянное поле. Интегрирование 
проводится в пределах от — оо до +  оо по кривой, которая получается 
в результате сечения неровной поверхности плоскостью у =  0 . R x — рас­
стояние между точкой наблюдения (х, z) и текущей точкой (xlt C(Xj)) на 
кривой интегрирования, n (пХ9 0 , nz) — внутренняя нормаль к этой кривой.

Предположим, что неровная поверхность является абсолютно отражаю­
щей, па которой выполняется условно

Ф =  0 при z =  С(х). (3 )

Этот случай реализуется, в частности, при отражении звуковой волны, 
распространяющейся в море, от границы вода — воздух.

Потребовав, чтобы (2) удовлетворяло граничному условию (3), полу­
чаем точное интегральное уравнение для функции /(х):

+СО
? (х2) =  {  \ ^ i (kRa ) f ( x l)dxl,

где
ЗФ 1

? (жа) =  Ф» (х2 < £2); = (5)
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■ 1̂2 =  V ( х 2 — ^i)2 +  (^2 — Ql)2 — расстояние между двумя точками, лежа- 
щими на кривой интегрирования, причем С2 =  С (х2) n i l =  ̂ (x1). Определив 
f(x )  из уравнения (4) и подставив ее в (2), мы получили бы точное 
решение поставленной задачи. Однако ядро полученного интегрального 
уравнения имеет настолько сложный вид, что найти решение уравнения (4) 
непосредственно, повидимому, невозможно. Решение удается получить 
пока только для достаточно пологой поверхности. Можно показать [1], 
что если неровная поверхность удовлетворяет следующим двум условиям:

ка <К
д х шах<€1

2тсгде а — высота неровностей, к = ~ у  ^ — длина волны звука,X ’ " ~------------- \дх)тэл
максимальное значение крутизны поверхности, то (4) приближенно можно 
переписать в виде *

х 2 x i I ) /  (^i) dxv

Так как в этом приближении nz 
деление нормальной составля­
ющей скорости на рассеиваю­
щей поверхности. При доста­
точно пологой поверхности

метод применим

то функция /(% ) дает распре-

\\\
для неровностей, крупных по г=сш
сравнению с длиной волнызвука. /

Решение уравнения (7) может 
быть получено строго при помощи 7гптгг
известных методов. Наиболее простой вид решение имеет для случая

-х

периодически неровной поверхности, рассмотрением которого мы здесь 
ограничимся. Запишем падающую волну на рассеивающей поверхности 
в виде

<р (х ) =  exp {ik (sin 0 Qx  — cos 0OC (ж))}, (8)

где G0 — угол падения.
Раскладывая в ряд Фурье

4 -0 0

exp (— ik cos 0ОС (х)) =  2  Вп (ка cos 0О) е1п«х , (9)
п = — СО

где а — высота неровностей, q =  , L  — период неровной поверхности,
получаем для <р(ж) выражение:

<р(®) =  2  Bn(kacosQ0)eiJcxx , (10)
П — — СО

где кх =  к  sin 60 -|~ щ .

* Заметим, что условия (6) аналогичны приближению Е. Л. Фейнберга [2] 
в задаче о распространении радиоволн вдоль реальной поверхности.
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Решение для /  (£х) тогда также будем искать в виде подобного ряда *

/(* i ) =  2  Ств (11)
т— — со

Подставив (10) и (11) в (7) и воспользовавшись известным соотно­
шением

+ с о ....................................... ......

у  (12)
получаем

-fco + С О eimqx
2  Bn (ка cos 0О) е*»«* -  2 2  у #  _Г7^ 2 '

н= —со т = —со '  v .г /
(13)

Приравнивая затем по отдельности друг другу коэффициенты при 
экспонентах с одинаковыми показателями, получаем

Ст =  — 2 i У  к2 — (/с” )2 {ка cos 90).
Тогда выражение для f (x)  можно записать окончательно в виде

+ со
/  (х) =  — 2i V  J3m (&а cos 0О) J/ А2 — (к sin 0О +  mq)2 ехр {г (A sin 0О+  т</) х}.

^  (14)г /ф = — С О

Так как для рассматриваемого случая периодической поверхности 
ад, то второе из условий (6) может быть записано в несколькоК

d x  m ax 
иной форме, а именно:

(A-a)2 < L /X . (15)
Следовательно, если высота неровностей велика но сравнению с дли­

ной волны звука (ка^>>1 ), то метод применим при условии L /\^>  1 . 
При малых ка допустимы значения L / \ ~  1.

Если поверхность не является периодической (например, отдельный 
выступ на плоскости), то решение уравнения (7) может быть получено 
при помощи обобщенных интегралов Фурье [3].

Зная распределение нормальной составляющей скорости на рассеиваю­
щей поверхности, можно вычислить рассеянное иоле всюду над неровной 
поверхностью по формуле

_ Н - О Э

Фй {х, z) = V ~ i  5 я оХ) (A-fti)/ (®i) dxu  (16)
— со

которая следует непосредственно из (2). Вычисление интеграла (16) 
в случае, когда функция /  (ж) определяется выражением (14), пе пред­
ставляет трудностей. Для Ф$ (х , z) получаем

+ С О cos G
(я, 2) =  — 2  (/са cos °о) (*« cos 0m+r)) — Q- X

m, n — -
m-f-n

X exp {ik (sin 0„ц.nx  -|- cos 0m+nz)}, (17)
где sin 0r =  sin 0o +  r , 7* =  -|- лг =  0, -4-1, 4 - 2 , . . .  Коэффициенты Bn
находятся согласно (9).

* На возможность решения в таком виде автору указал Л. А. Вайнштейн.
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Таким образом, рассеянное поле представляет суперпозицию плоских 
волн, направления распространения которых составляют с осмо z углы О,; 
амплитуда /*-й волны определяется выражением

_  1 +00
Л г =  2  ^г-в (ka cos 0о) Bs (ka cos 0r) cos 0,._s . (18)

1 s = — со

При |sinOr | > l  плоская волна, соответствующая данному значению 
будет неоднородной волной, затухающей при удалении от неровной 
поверхности. Следовательно, при достаточно больших расстояниях от 
поверхности, рассеянное поле состоит из конечного числа плоских волн.

Из (9) видно, что при малых значениях аргумента

Bs (ka cos 0,.) ~  (ka cos 0Г)*. (19)

Аргумент В 3 стремится к нулю, когда а —>0, либо cos6r ->0. В первом 
случае Аг =  0, если г -=j= О, А0 = — 1, что соответствует отражению от 
абсолютно податливой плоскости. Второй случай соответствует распро­
странению спектра г-го порядка вдоль неровной поверхности. Для амил и 
туды этого спектра получаем:

А, =  — В г (ka cos 0о) -j- 1 im  Вг. |_, (к a cos 0о)
cos Gr ->- о .

■д
д cos 0. By (ka cos О,.)

+  В ,- , (ka cos 0O) В .! (ka cos 0r) | . (20)

Из (19) следует, что Ar имеет всегда конечное значение. В частном 
случае синусоидальной поверхности С =  a cos qx коэффициенты Вп — 
=  (— i)nJ n, где J n — функция Бесселя п-го порядка. Выражение (18) 
для амплитуд спектров рассеянного поля имеют более простой вид в 
случае малых неровностей. Ограничиваясь членами второго порядка 
по ка получаем:

А 0 =  — 1 -|- (ka) 2 cos2 0о; /1±1 =  На cos 0о;

Полученные выражения совпадают с результатами Рэлея [4], если 
в последних положить на основании (15) cosO ^ ^ cosOq.

Рассмотрим теперь рассеяние звуковой волны на неровной поверхности, 
имеющей в одном направлении (например, по оси х) линейный размер I) 
и бесконечно протяженной в перпендикулярном направлении. Учет конеч­
ности размеров по другому направлению не представляет никаких допол­
нительных трудностей. Предположим, что О велико по сравнению с длиной 
волны звука и содержит достаточно большое число периодов неровной 
поверхности. Б этом случае рассеянное поле попрежнему будет опре­
деляться формулой (16), но интегрирование в которой проводится в пре­
делах от —Dj2 до +  Dj2. При этом мы не учитываем краевого эффекта,
который будет иметь величину порядка В зоне Фраунгофера рас­
сеянное поле имеет лид:

—!-<ю„  Л(А-Кв-7т/<I)
Os (х, z) — — ^  ,/гтг- ,V аН——со 0

где

( 23 )

6 Акустический журнал, Л'? 2
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Ап определяется согласно (18). Л0 — расстояние от середины площадки 
до точки наблюдения. Так как kD ^>  1, то функция sin ^(sinOn — sin G) :

: £(sin0n — sinO)-^J, а следовательно, и рассеянное поле отлинно от нуля
только вблизи направлений, удовлетворяющих условию обращения в нуль 
аргумента этой функции. В силу этого можно сказать, что рассеянное 
поле представляет собой суперпозицию цилиндрических волн, характе­
ристика направленности каждой из которых дается выражением (23).

В зоне Френеля рассеянное поле имеет более сложный характер. 
Для некоторого направления наблюдения 0 ф  0Г из (16) получаем:

. V2—г ■— 4U. •+ОЭ cos 0
{х, z) =  - у =  ■ 2  Вт (kaF0S °о) B n  (ка cos 0) F  (р_, р+), (24)

к cos2 О
171, П = — СО

учитывая в разложении Лг члены

cos

D \ 2 
R<

. 7С_ /
к (sin 6r — sin б), F  (р_, р+) =  \ е 2 w du, р± =  | /

Здесь р =
2Л0

sin 07. — sin 0)

D cos 0
p.

— \r 2 a lit)
Будем рассматривать рассеянное поле па таких расстояниях 7?0 от 

середины поверхности, для которых имеет место неравенство

v2  Л„ (sin 0,- — sin 0) D  cos О
У Ш Л'

(25)

Так как рассматриваемая точка принадлежит к зоне Френеля, то 
правая часть (25) больше или равна 1. Следовательно,

т
sin 6Г — sin 0 | $> 1. (26)

При этих условиях можно воспользоваться асимптотическим пред­
ставлением интеграла Френеля в (24):

F (Р - . Р + ) « | /  у  +
Т  . Д *

+  • • • “  V  Т

. 7t 2
,гт р-

7Гф+ f  z  7ггр_

Пренебрегая в (27) малыми величинами, получаем:

(27)

F (р_, р+) «  0.

Таким образом, на расстоянии Л0, удовлетворяющем условиям (25) 
и (26), рассеянное иоле для направлений 0=^ОГ близко к нулю. Можно 
сказать поэтому, что рассеянное поле на таких расстояниях состоит из 
отдельных пространственно разделенных диффракционных пучков, рас­
пространяющихся в направлениях 0 =  0Г. Условию (25) можно придать 
более простой вид. Для этого, несколько усиливая, перепишем его в виде

2Л01 sin 0Г — sin 0 | ;g> D. (28)

Напишем это условие для направления 0, среднего между г, г + 1  
пучками. Предполагая, что l/L  <С 1, имеем sin 0 ж  sin 0о +  (г +  1/2) X/L. 
Подставляя sin0 в таком виде в (28), получаем*:

i?o >  DL/1. (29)

* У с л о в и е  (2 9 ) р а н е е  б ы л о  п о л у ч е н о  в  [5] п а  о с н о в е  ч и с т о  г е о м е т р и ч е с к и х  п р е д ­
с т а в л е н и й  о  н о л е  в  у к а з а н н о й  о б л а с т и .
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В направлении 0 =  Ог для указанных расстояний рассеянное поле 
определяется выражением:

Ф8  (х, z) =  - У 2.ArF(0, Тг) е ^ Н‘~ (30)
где

DcosGr
Тг=" ? 2 Щ  '

Рассчитанные по формуле (30) значения рассеянного поля удовлет­
ворительно (в пределах точности измерений) согласуются с эксперимен­
тальными результатами по рассеянию звука на неровных поверхностях, 
полученными А. II. Лепорским [6].

Автор выражает глубокую благодарность Л. М. Брёховских за цен­
ные советы и обсуждение полученных результатов.
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