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Работа содержит дальнейшие уточнения вопроса об интегрировании 
автомодельных уравнений в задаче об ударе но холодному газу. Приво- 

/ дятся результаты расчета задачи о движении газа иод действием крат
ковременного конечного импульса, иллюстрирующие характер выхода 
движения на автомодельный режим.

В статье Зельдовича [Ц исследуется плоское одномерное движение 
идеального газа с показателем адиабаты у, которое возникает при мгно
венном импульсе, приложенном к левой границе газа, причем в начальный 
момент L =  О газ находился в состоянии покоя, плотность была постоянна, 
р =  р0, давление р =  0. Это движение оказывается автомодельным. 
Очевидно, в начальный момент t =  0 возникает ударная волна, идущая 
но покоящемуся газу. Поэтому это движение описывается уравнениями 
гидродинамики с указанными начальными данными и граничными усло
виями: слева условия на свободной границе, справа условия на ударной 
волне. Если ввести обозначения: t — время, г — эйлерова координата, 
т  — масса газа, отсчитываемая от границы г =  0 в момент t =  0, и — 
скорость частицы, р — плотность, е — удельная внутренняя энергия, 
р — давление, то уравнения гидродинамики в лагранжевых координа
тах будут иметь следующий вид:

ди др п д р , „ да „ ( е ' Т ) , д (up)
И  +  д,п =  Ъ1 +  Р и ' 1н +  1 ы ~  ~  и '

Масса М  газа, находящаяся между свободной границей (т. е. границей 
с условием р =  0) и фронтом волны, есть, очевидно, однозначная функ
ция времени, М  =  М(1). Если обозначить величины перед фронтом удар
ной волны индексом 0, а за фронтом — индексом 1, то условия на ударной 
толпе могут быть записаны в следующем виде:

На свободной границе т =  0, давление р =  0.
Я. Б. Зельдович ищет решение в виде

р =  Ар0М-п f  (ч)-,
и =  Y АМ~п& w (г,);

Р =  Ро<?.(г/)-
Здесь т] =  т / М  — автомодельная независимая переменная, п — показатель 
автомодельности (я .> 0), А — постоянная положительная величина, кото
рая определяется величиной мгновенного импульса. Для функций /(^), 

Я(у1) получается система обыкновенных дифференциальных уравнений
h dw df   п |  ' k

h — 1  ̂dr\ dr\ 2 V  h — 1 / .
/1-1» ■  ■  —. t VI
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и граничные условия

7] =  1: /  =  1, 9 =  1, w = j /  — , •»] =  0: /  =  0. (2)

Линия г/ =  1 соответствует фронту ударной волны, линия 7j =  0 соответ
ствует свободной границе.

Показатель автомодельности п определяется из условия существования 
решения уравнений (1), удовлетворяющего соответствующим граничным 
условиям. Я. Б. Зельдович показал, что 1 < > < 2 .  Подробно методика 
определения показателя автомодельности изложена в статье Адамского [2]. 

Путем замены переменных
h ± l  _  Л— 1п  Л+1 1 /1— 1 А+ 1

/  =  Ч  л  274 Z 2/4 ,  W =  r / ‘ 2 h n z  2 l i u

Адамский сводит систему (1) к одному дифференциальному уравнению

du
dz

М П -В
/г-1 /в/2

Л2
Л — \

n u z
+<2+ V ^ r ~ T r a ( * + * - ^ ”

(3 )

и квадратурам:

т| =  ехр
*

5

h ± i
2/г

+
2/г rfu 

/г + 1  dz ) -
h -f- 1 /г — 1 1 Л  - л \ 1 /  /г

А----------A - n - T ( 1 + T ) K r a “
Л—1 Л -1

? =  й/л+i тД и ". 
Граничными условиями, очевидно, будут

“ W 858/ п Г  • м(0)= — ос.
Уравнение (3) имеет особую точку с координатами

1
+ 1  ’ У h ’

характер особенности — седло. Как следует из анализа ноля интегральных 
кривых уравнения (3) [2], показатель автомодельности п определяется пз 
условии существования интегральной кривой уравнения (3), проходящей
через точку В [z — 1, и — — j / ’ — и особую точку С {z =  р ,

и = — 2 ~ \ / Г а к  как определение показателя автомодельности тг
производится методом проб, то желательно заранее иметь возможно менее 
грубую оценку значения п.

Простые геометрические представления позволили нам заметно сузить 
интервал возможных значений /г, а в случае двухатомного газа (7 =  7/5), 
рассмотренного в работе [2), без проб указать точное значение показателя 
п  и соответствующее точное решение системы (1), удовлетворяющее гра
ничным условиям. .

В уравнении (2) произведем замену переменных

~  > и =  и,z  =

после чего оно будет иметь вид:

du
di

1 h (h 4-1)
2 /г — 1

пи- +  ( 1 +  t ) I /  h ~ T u x ~  V h ~ i  u ~
nx

^  ,u +  (2 + ,,) ,  -  2 [(» +  1, -  ‘ y i  .]
X

(4 )
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ТОЧ-Точка В перейдет в точку B l (x =  i ,  и = у  -  ^ 1 j  , точка С — в

к у С, , гг =  — 2 | /  — j  . Задача состоит в отыскании показа
теля п у при котором существует интегральная кривая уравнения (3), 
проходящая через точки ??, и Cv. На фиг. 1 приведено схематическое 
изображение изоклин нуля и бесконечности уравнения (3), указаны знаки 
производной в соответствующих областях и нанесены точки В 1 и С1. 
Так как искомая интегральная кривая должна пройти через точки if?,,С,, 
а отрезок В [С1 пересекает изоклину бесконечностей лишь в особой точке 
С |, то на отрезке ВХСХ должна существовать точка, в которой поле

интегральных кривых уравнения (3) касается отрезка В 1С1. Уравнение 
прямой, проходящей через точки />, и Сх, будет

и, следовательно, уравнение

- 1 /
Л -  1

У  —  пх

h А*
h — 1«У +  (2 +  « ) | /  ] / " [А+  1 — '*]

JL
я

(5)

должно иметь, по крайней мере, один корень в интервале 1 ^  х  A +  1. 
Проделав необходимые выкладки, получаем для значения п следующие 
неравенства:

Т+12 < '" <  1 А  + ЗГ ПР“ /г< 6’
8 k +12 . .2Л +  12 , .  ,,< п <  , -Г-Т.> при А > 6 .7/t +  3 ^  ^  /г+ 1 2

Следовательно, для двухатомного газа (у =  7/б, А =  6) п =  4/з» и так 
как при п =  4/3 и /г =  6 уравнение (5) обращается в тождество, то в этом 
случае искомой интегральной кривой будет прямая

» — т / Ь + т / т -
Выполнив квадратуры и вернувшись к  старым переменным, получим 
явно выписанное решение системы (1) (Л =  6, п =  4/3):

Л
2/  =  w  =
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13 случае, когда внешний импульс является не мгновенным, а продол
жается в течение конечного промужутка времени, то, как показано в 
[1J, существует малая область около свободной границы, не подчиняю
щаяся автомодельному решению, причем с ростом времени эта область 
уменьшается. Это следует из того, что количество энергии, заключенное 
между свободной границей и фронтом волны, вычисленное по автомодель
ному решению, бесконечно. Дей
ствительно, в данный момент вре
мени (следовательно, при фикси-

,4

М
£  =  ^ +  у )  dm =

m
ЛЧ!..nlп(УЛ—1 / . W4 ,

= А м  \{~ 1 Г  7  + т ) dz=: « - 1

» -1  / II2\

Так как при -/] —> 0 имеет место 
асимптотика

/ ~ Ч
w ~  7 ~ л /2; г/ 7 <1  +  п ' 2 .

то при т) — > О К —' М~1 т1~п.
Из приведенных формул оче

видно, что с ростом времени, т. е. 
с ростом М, область, где выпол
няется (с достаточной степенью 
точности) автомодельный режим,
растет. Болес того, мы сейчас покажем, что область, дающая расхож
дение интеграла энергии в автомодельном решении, нс влияет на фронт 
ударной волны. Для этого рассмотрим расположение характеристик 
этого автомодельного решения в плоскости т, М.  Уравнения характе
ристик и соотношения вдоль характеристик в лагранжевых координатах, 
как известно, имеют вид:

=  ±  ср, (~  Ч- du =  0. (6)
9е

13 переменных Л/, т), z, и эти соотношения переписываются следующим 
образом:

М  ш  = 7* ( ±  V h  +  l z ‘b - 1 ) ,
п ( 2 z ~ ' h \ Н М  Г 1 ( h -И  h  — 1 \  , f \  h —  1 \  1 dr,

- 2 ( j v t ± u4 i +  1 щ г Ь — s r n)z * ( t — +

_ j _  ; '± J : 2/i

V/iy — Л+1 / г
— -Ьйн =  0. (7)

соответствует линияПусть особой точке 2 =  /7ТТ> и =  — ^ | / ^  “7Г”
7j = т),. Непосредственно!! подстановкой т) — тц в уравнения (7) убеж
даемся, что линия т) =  тц является характеристикой, отвечающей знаку 
плюс в формуле (6). Далее, используя разложения функции z (•/]) в окрест
ности точки т] =  тц, получаем следующую схему расположения характе
ристик в плоскости т, М  (фиг. 2):
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Фиг. 3

1. Все характеристики этого же семейства выходят из точки гп =  0. 
М  =  0 и разделяются характеристикой y) =  на 2 части: характеристики, 
лежащие правее линии у\ = у]{ входят в линию фронта полны rj =  1; 
каждая характеристика, лежащая левее линии т) — */),, уже не пересекает 
фронт волны, а асимптотически стремится к* некоторой линии т =*. const.

р 2. Все характе
ристики другого се
мейства, т.е. отвечаю
щие знаку минус в 
формуле (6), выходят 
из линии фронта 
ударной волны т) =  1 
и каждая характе
ристика асимптоти
чески приближается 
к некоторой линии
т =  const. Таким об
разом, вся область, 
находящаяся между 
свободной границей 
гп =  0 и характерис
тикой у) =  тд, не вли
яет на фронт волны.

Описанное выше 
автомодельное реше

ние относится к случаю, когда действующий на газ импульс является 
мгновенным; если же этот импульс продолжается в течение некоторого 
конечного промежутка времени, движение газа не будет строго автомо
дельным. Все же, как сказано в статье Зельдовича [11, следует ожидать, 
что по прошествии про
межутка времени,боль
шого по сравнению 
с продолжительностью 
импульса, движение 
станет приближенно ав
томодельным, и в даль
нейшем отклонение ре
жима движения от ав
томодельного будет не
ограниченно , умень
шаться.

Для выяснения это
го обстоятельства авто
рами настоящей статьи 
был предпринят расчет 
такого движения. Б ы л , 
рассмотрен идеальный 
газ с показателем ади
абаты у =  7/5 и началь
ной плотностью о =  1. Функция 7Z (1)у дающая зависимость от времени 
внешнего давления определялась следующим образом:

*(*) =  0, * < 0 ; *(/) =  !, 0 < * < 1 ;  *(/) =  0, 1.

Фиг. 4

Расчеты проведены на одной из быстродействующих электронных вы
числительных машин методом конечных разностей вдоль характеристик. 
Результаты показывают с полной отчетливостью быстрый выход движе
ния на автомодельный режим. В качестве иллюстрации приводятся гра-
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фики плотности р, давления р и скорости и на некоторые моменты време
ни. По оси абсцисс отложена величина г1гг, где ?• — эйлерова текущая 
координата, rL — координата фронта ударной волны на соответствую
щий момент времени; но оси ординат — величины р/рх, р/рх и uluL, где 
Pi> Pi> ui относятся снова к фронту ударной волны. Для сравнения на 
тех же графиках нанесены кривые, относящиеся к точному автомодель
ному решению.

и

/
Фиг. 5

Эти результаты позволяют (для дайной формы внешнего импульса) 
вычислить безразмерную константу В , фигурирующую в выражении для 
давления (см. [1], стр. 31)

т v p j z : \п 
х  }

Она оказывается равной 1.8224. Следует отметить, что автомодельный 
режим в данном случае устанавливается очень быстро — уже для момента 
выхода передней границы волны разрежения, образовавшейся при снятии 
внешнего давления, на ударную волну (этот момент соответствует t =  
=  1.60759) характер распределения величин р у р, и близок к автомодель
ному (особенно, вблизи фронта ударной волны) (фиг. 3, 4. 5).
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