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КОРРЕЛЯЦИЯ ФЛЮКТУАЦИЙ ПОЛЯ 
Л . А . Ч е р н о в

Получены формулы, устанавливающие связь между корреляционной

Функцией для флюктуаций поля и автокорреляционными функциями для 
люк'гуаций уровня и фазы.

Флюктуации поля при распространении волны в среде со случайными 
неоднородностями обусловлены как флюктуациями амплитуды, так и 
флюктуациями фазы. Поэтому можно предполагать, что корреляционные 
свойства флюктуаций поля тесно связаны с корреляционными свойствами 
флюктуаций амплитуды и фазы. Цель настоящей работы заключается в том, 
чтобы эту связь установить. Тогда можно будет определить корреляцион­
ную функцию для флюктуаций поля, пользуясь известными [1] автокор­
реляционными функциями для флюктуаций амплитуды и фазы. Ограни­
чимся рассмотрением поперечной корреляции.

Будем характеризовать поле величиной р. В акустике это может быть, 
например, давление. Тогда можно записать

р =  А0 exp (L +  iS), (1)
где L  и S  — соответственно флюктуации уровня и (фазы (фазовый мно­
житель exp [i(kx — о)01 отброшен).

Если обозначить ноля в двух точках через р г к р2, то корреляционная 
функция флюктуаций поля Дрх и Др 2 определится следующим равенством:

• Д/>1 =  ~PlPi— р\-Р и  (2)

где черта наверху означает статистическое усреднение. Как видно из (2), 
вычисление корреляционной функции флюктуаций поля сводится к вы­
числению среднего поля р и корреляционной функции поля p*2 pi. Начнем 
с вычисления средпего ноля Р.

Необходимо подчеркнуть, что для вычисления среднего от множителя 
exp (L +  iS) недостаточно знания моментов первого (L, S)  и второго 
(L2, A2, LS)  порядков. Для этого необходимо знать или бесконечное множе­
ство моментов всех порядков, или функцию распределения случайных 
величин L  и S. Можно утверждать, что распределение случайных величин 
L  и S  будет нормальным. Действительно, всю дистанцию, на которой про­
исходит накапливание величин L  и S,  можно разбить на большое число 
отрезков длиной порядка радиуса корреляции показателя нереломления 
в среде. Тогда изменения величии L  и S  на различных участках будут 
статистически независимы. Следовательно, величины L  и S  будут слагать­
ся из большого числа случайных независимых величии. Согласно централь­
ной предельной теореме теории вероятностей, доказанной Ляпуновым, 
такие величины подчиняются нормальному закону распределения. Для 
двух случайных зависимых между собой величин L  и S  закон распределе­
ния запишется следующим образом:

/  (L, S) cLLdS =  ~~ ехР I -  (aL2 +  2bLS +  с.?2)I dLdS, (3)
где

H  = у  ас  — b 2, ас —  b2 >  0. ( 4 )
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Параметры распределении а, b и с могут быть легко выражены через 
средние квадраты флюктуаций L2 и S 2 и коэффициент взаимной корреля­
ции Ris между ними:

а =  —гг 1

2й (1 -  я?.)
1 ь = Ri«

2У- (1 -  RjJ 2 V L ~ V S * ( l - Ли) '
(5)

Среднее от множителя exp (L +  iS) теперь вычисляется при помощи 
(3) без труда. Согласно (1) для среднего ноля получаем

Р = Л ехр (у -  i  j2 + 1V3. VW • Л|.) (6)
Перейдем к  вычислению корреляционной функции поля p*2px. На осно­

вании (1)
/V Pi =  Л\ ехр +  Ь2 +  i (SL — S 2)]. (7)

Легко показать, что множители ехр (Lx-f  L2) и exp\i(Sl — S 2)] статисти­
чески независимы. С этой целью вычислим сроднее от произведения
(Lx L2)(Si — S 2). Получим (Li -f- А2) (*̂ i — ^ 2) =" ^ 1^1 L 2S 2 -\-L2S  х RiS 2 . 
Так как любые две точки в плоскости, перпендикулярной к направле­
нию распространения, равноправны, то

и, следовательно,

Если флюктуации статистически независимы, то коэффициент корреля­
ции обращается в нуль. Обратное утверждение, вообще говоря, непра­
вильно: из равенства нулю коэффициента корреляции не следует стати­
стическая независимость. Если, однако, флюктуации подчиняются нор­
мальному закону (нормальной корреляции), то обратное утверждение 
также правильно. Следовательно, из (8) вытекает статистическая незави­
симость флюктуаций (L1 +  L 2) и (Sx— £ 2), в то время как все четыре 
величины L,, L2, S х и *S2 попарно между собой зависимы. Любые функ­
ции от независимых флюктуаций также будут статистически независимы. 
Поэтому

ехр [Lx -|- L2 +  i{SL — S 2)\ =  exp (Lx +  L2)• exp [i (Sx — S 2)\. (9)
Для разности флюктуаций фаз $ = S L — S 2 напишем закон распреде­

ления в следующем виде:

где V2 — 2iS'2(l — Л я)} Jis — коэффициент автокорреляции для флюктуа­
ций фазы. На основании (10) получим

ехр [г (Sx — S 2)\ =  ехр [S2 (1 — Iis)\- (И)
Аналогично для суммы уровней 7\ = Ь 1 -\-Ь2 закон распределения имеет 
вид:

где r f  =  2L2(1 +  Ri)y Rt — коэффициент автокорреляции для флюктуаций 
уровня. При помощи (12) получим

ехр ( ^  +  Ь2) =  ехр [L2 (1 +  /?/)!• (13)
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11а основании (11) и (13) формула (7) приобретает вид:

p lp x  =  А20охр (2Г*)• exp [Г2(Д, -  1) +  J 2(Rs-  1)]. (14)
Ерли две точки сливаются, то формула (14) дает следующие выраже­

ния для среднего квадрата амплитуды волны:
\ р \ 2 =  i4oexp(2L2). • , (15)

Из последней формулы следует, что ноток энергии с дистанцией растет, 
так как растут с дистанцией флюктуации уровня. Разумеется, этот вывод 
находится в противоречии с законом сохранения энергии: нет источни­
ков, за счет которых энергия в волне могла бы увеличиваться по мере ее 
распространения. Причина кроется в методе малых возмущений, при по­
мощи которого получено исходное выражение (1). Дело в том, что за ну­
левое приближение в этом методе принимается плоская волна 
А о exp \i{kx—со/)], на которую накладываются рассеянные волны.Поскольку 
затухание плоской волны нс учитывается, ее энергия остается постоянной, 
и к этой энергии добавляется энергия рассеянных волн тем большая, чем 
больше путь, пройденный волной в неоднородной среде. Это и ведет к тому, 
что энергия результирующего ноля растет с дистанцией. В действитель­
ности, энергия первичной волны уменьшается за счет рассеяния: регу­
лярное волновое поле превращается в нерегулярное так, что результи­
рующий поток остается постоянным и не зависит от дистанции. Теорию 
можно привести в согласие с законом сохранения энергии, если ввести
нормирующий множитель ехр(—L2), учитывающий затухание регулярного 
ноля, полагая

/ /  =  ехр ( - Ь 2)-р. (16)
Тогда для среднего нормированного поля на основании (6) получим

р' =  А0 охр ( — у  Z> -  f  (17)

откуда следует, что с дистанцией среднее иоле стремится к нулю. Корре­
ляционная функция нормированных нолей на основании (14) определится, 
соответственно, формулой:

Щ •= А% exp [Z2 (/?, -  1) +  &  (П8 -  1)]. (18)

Теперь можно определить корреляционную функцию для флюктуаций 
поля. На основании (2), (17) и (18) получаем

Ло{ехр [12  (Д, _  1 ) +  £2 (7?s — 1)] — exp [ -  (X2 +  £ 2)]}. (19)

Последняя формула решает поставленную задачу: она определяет корре­
ляционную функцию флюктуаций поля через коэффициенты автокорре­
ляции R t и R s флюктуаций уровня и фазы.

В случае малых флюктуаций (19) приобретает особенно простой вид:

А /у Д л  =  А  {ЬЧ{, +  S4U ), (20)

т. е., корреляционная функция малых флюктуаций поля определяется 
суммой автокорреляционных функций флюктуаций уровня и фазы.
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