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Путем обобщепйя метода Даламбера на случай пьезоэлектрических 
сред рассматривается плоская задача о создании при помощи пьезоэлек­
трической пластинки звукового импульса заданной формы.

Рассмотрим одномерную задачу о создании в некоторой среде импульса 
заданной формы при помощи поляризованной по толщине пьезоэлектри­
ческой пластинки. Задача может быть решена путем обобщения на слу­
чай пьезоэлектрических сред метода Даламбера.

Пусть пьезоэлектрик характеризуется плотностью р, податливостью 
s, поляризуемостью г/ и пьезокоистантой d. Будем считать ось £ совпадаю­
щей с направлением поляризации. Обозначим через гг — смещение, через 
р — давление, через Е, D, Р, — соответственно, напряженность, индукцию 
и поляризацию. Внутри пьезоэлектрика эти величины связаны следую­
щими уравнениями (см. [1]):

ргг,, =  _  р ь

щ =  — sp -f- dEy
Р =  — dp +  riE, (1)

E  +  4 кР =  Z>,
Dl =  0.

(предполагается, что свободные заряды внутри пьезоэлектрика отсутст­
вуют). Отсюда следует, что D зависит только от времени: D =  D(t). 
Далее, исключая из (1) последовательно Р , Е , D } р, получим что общее ре­
шение для и представляет собой суперпозицию двух волн (прямая и обрат­
ная), распространяющихся без искажения формы каждая.

Скорость распространения с дается соотношением 1/рс2 = s — .
После этого нетрудно получить общее решение для всех интересующих 
нас величии (дополнительно мы вводим ниже скорость v =  щ и сжатие 
А =  - ы г):

u =  4- с*)}.

* =  “ {/ (? -  сО -  £ (Н-с«)Ь

J> =  / ( S - c O  +  *(« +  d ) +  ре* 4 ^ ( 0 ’ (2)

Ё  =  {/ (? — ct) +  g (I +  ct)} +ptf* ±  D (/),

p  =  -  4  { /  № ■ -c/) +  g  (* + c<)} +  i  ( r - 1T 1 )  •D  ( 0 -
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Здесь е =  1 +  4 tcy] — диэлектрическая проницаемость; f(x) =  F'(x) и 
g(x) =  G  (х). Входящие в (2) произвольные функции предпо­
лагались при выводе непрерывно дифференцируемыми достаточное 
число раз, однако, распространяя наше решение на случаи, когда физи­
ческие величины могут претерпевать разрывы, естественно отказаться от 
этого условия.

Мы видим из (2), что возмущения кинематических величин (и, S , г;) 
имеют чисто волновой характер. Возмущенияже/эиэлектрическихвеличин

состоят из двух частей: одна соответствует волне 
кинематических величин, другая представляет 
собой мгновенное одинаковое во всем пьезоэлект­
рике изменение, вызываемое изменением D ( t )  
(т. е. определяемое величиной внешних свобод­
ных зарядов в рассматриваемый момент). Отсюда 
следует, что для кинематических величин харак- 

$ тер р а с п р о с т р а н е н и я  волны ничуть 
не отличается от случая непьезоэлектрика; отли­
чие будет только в способе в о з н и к н о в е ­
н и я  волны: для пьезоэлектрика такая волна 
может возникнуть не только обычным механиче­
ским путем, но и благодаря наличию внешних 
свободных зарядов (при этом, разумеется, волна 
может возникнуть только на границе пьезо- 

3®^ электрика).
Предположим,[например, что пьезоэлектрик заполняет область % < 0 ; 

полупространство" £ >  0 заполнено непьезоэлсктрическим веществом, 
характеризуемым скоростью звука с3 и волновым сопротивлением pci 
(фиг. 1); свободные заряды, создающие в пьезоэлектрике индукцию D ( t ) ,  
будем считать для определенности расположенными на границе раздела. 
Обозначая через Pi и vlr соответственно, давление и скорость частиц 
в правом полупространстве и полагая ? =  рc2rf/e, получим

■ рсС
Cf

-

Фиг. 1
f ...%

* =  ~  {/ (5 -  ct) -  g (6 +  ct)}, г>1 =  ^  {/i (? ~  c,t) -  f ! (£ +  cj)},
(3)

p = )  (6 — ct) +  g (c]+ ct) +  yD  (t), px =  / x(5 — Cit) +  gi (5 +  Cjt).

Здесь j u g  — прямая и обратная волна слева; / 3 и gx — прямая и обрат­
ная волна справа. Если величины р, v} p l9 vx заданы в некоторый мо­
мент, то можно найти величины /, g, / 1? gх для этого момента (функция 
D ( i )  считается заданной). Чтобы пользоваться (3) для последующих мо­
ментов, достаточно найти для них обратную волну в левом полупро­
странстве и прямую волну в правом (ибо оставшиеся две волны вполне 
определяются их начальными значениями). Приравнивая для этого дав­
ления и скорости на границе раздела, получим для прямой волны в пра­
вом полупространстве

I (-Щ= i fp i+if?:#WZ)+rf? ■0 (3 •
Первые два слагаемых здесь не представляют ничего нового по сравнению 
со случаем непьезоэлектрика; первое слагаемое даст отраженную от 
границы раздела обратную волну правого полупространства, второе — 
прошедшую через границу раздела прямую волну левого полупростран­
ства (множитель с/ci у аргумента соответствует пространственной дефор­
мации волны в отношении с/сг при переходе через границу раздела). 
Третье же слагаемое показывает, что при отличной от нуля индукции 
D(t) в добавление к отраженной и прошедшей волнам, на границе раздела
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непрерывно генерируется прямая волна
п  ( ~  5 +  Cit

P i = T + z D [— ^ - ) .  »1 = /'1

Точно так же для обратной волны в левом полупространстве получим

Ж = ^ / ( - я )  +  г Ь * 1( * т ) - ?  +  ТД ( т ) ’
т. е. обратная волна слева содержит кроме отраженной и прошедшей 
еще возникшую на границе волну

+  ct
V =  — _р_

рс

Фиг. 2

х1тобы понять физический смысл этих «возникающих» волн, заметим, 
что уже возникшие волны распространяются по обычным правилам; 
поэтому достаточно рассмотреть случай, 
когда до некоторого момента они вообще 
отсутствуют. Итак, пусть при t <  0 имеем 
v =  Vi =  р = p i  == D =  0. Пусть теперь 
при t^> 0 в пьезоэлектрике возникает индук­
ция D(t)^> 0 (например, на границе раздела 
появляются заряды с поверхностной плотно­
стью а <  0). Тогда из (3) мы видим, что 
мгновенно во всем пьезоэлектрике возникает 
положительное давление, равное D(l), т. е. 
ввиду того, что вне пьезоэлектрика давление 
равно нулю, на границу подействует удар 
и она начнет двигаться, позволяя пьезоэлек­
трику расшириться. При этом в обе сто­
роны от границы побегут «возникающие» _
волны р и Pj. Так как на самой границе р и р г пропорциональны 
скорости движения границы, то эта скорость однозначно определится’из 
условия равенства на границе давления в волне сжатия сумме давления 
в волне разрежения и имеющегося в пьезоэлектрике дополнительного 
давления fD .

Перейдем теперь к  решению нашей задачи. Итак, пусть пьезопластин­
ка занимает область • £ ) < / ,  граничащую с двумя различными средами 
(фиг. 2). При * < 0  поле между обкладками пластины отсутствует и все 
находится в покое. Требуется найти такую зависимость от времени для 
разности потенциалов обкладок, чтобы при г > 0  на правой границе раз­
дела давление равнялось заданной функции p0(t). Как мы видели, 
при наложении электрического поля от обеих границ побегут волны.
При — движение границы £ =  / определяется возникающей око-
ло нее волпой; согласно предыдущему получаем для этой границы p0(t)=
=  1 D (I), т. е. для получения требуемого давления необходимо, что-

1 4* Сбы выполнялось D (t) — ■ ^  - p0(t).
В момент t =  2//с передний фронт волны, возникшей у второй границы, при­

дет к  гринице £ = / и создаст удар,который будет необходимо компенсировать,
изменяя скачком функцию D (/). При <  t <  ~  па поверхности £ =  I бу­
дут иметься, кроме возникаюшей, падающая и отраженная волны, причем 
эти две последние вполне определяются значениями p0(t) при 0<*<С  

21< — . Подбирая нужным образом функцию D(t), можно добиться, что-
бы все три волны обеспечивали необходимый закон движения границы 
£ = / .  Рассуждая аналогично, мы определим D (t) для всех моментов вре­

3*
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мени. При этом каждый раз, когда на границу попадает ударный фронт 
одной из бегающих внутри пластины волн, потребуется, вообще говоря, 
скачкообразное изменение D, что в свою очередь создаст новый ударный 
фронт. После того как D (г) и прямая и обратная волны в пластине

определены для всех моментов 
времени, можно вычислить при по­
мощи (2) необходимую зависи­
мость от времени разности потен­
циалов обкладок. Рассмотрим, на­
пример, случай, когда />о( 0 “  
прямоугольный импульс и Vi =  С2.
При 0 < ; < 2-* имеем, согласно

предыдущему, D (I) =  1 р0 =  
внутрь пластины бежит обратная

SpC3 es
W  -ZP)

Фиг. 3

=  const. При этом от границы £ =  Z
у  I )  — • Y D

~  1  +  ?* V ~ Pc(l+K)
Р =  ■ - •  ^

волна и от границы £ =  — I прямая волна

PC (1 н- Q *
В момент t =  21/с в каждой точке пластины будут существовать только 

эти две волны, т. е. скорость каждой точки пластины равна нулю и внутри 
пластины имеется одинаковое во всех точках давление

Так как давление среды на обкладки в этот момент равно нулю (ибо оно 
пропорционально скорости обкладки), то если при t — 2Нс оставить D 
без изменения, возникает удар и движение пластины возобновится. Если 
же при t =  2 И с скачком заменить D на D ъ то в этот момепт давление
внутри пластины будет уже не (4), а р  = — Г+Т  видим,

2 Dчто если взять В г , то п момент t — 2Нс не только скорости, но
и ускорения всех точек пластины равны пулю, т. е. движение пластины 
прекратится. Мы получим тогда во внешнем пространстве прямоугольный 
импульс длительностью 71 =  2//с. На фиг. 3 дан график разности потен­
циалов обкладок V(t) для такого импульса. Аналогично можно получить 
прямоугольный импульс длительностью пТ} где п — целое. Создание таких 
импульсов имеет то преимущество, что после того, как импульс создан, 
F(/)=const. В случае же несоизмеримости длительности импульса с Г, 
после того как импульс создан, обкладки неподвижны, однако впутри 
пластины все время продолжается движение, т. с. V'(/) должно все время 
меняться.
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