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РАССЕЯНИЕ ЗВУКА ТОНКИМ ОГРАНИЧЕННЫМ СТЕРЖНЕМ

Л .  М .  Л ям гиев

Исследуется рассеяние плоской монохроматической звуковой волны на тонком ог­
раниченном упругом стержне кругового сечения . с учетом продольных и  изгибных 
колебаний стержня. Найдено, что колебания стержня могут приводить к  изменению 
угловой характеристики рассеяния. Установлено, что при некоторых углах падения 
звуковой волны на стержень наблюдается сильное рассеяние в направлении, противо­
положном направлению падающей звуковой волны,лтак называемое незеркальное от­
ражение. Отмечается, что вообще при рас­
смотрении вопроса о колебаниях тонкого 
стержня (так ж е как и тонкой пластинки) под 
действием поперечной силы важно учитывать 
не только, как обычно, поперечные изгибные 
колебания, но и поперечные колебания сжатия 
(продольные колебания). Приводится неоднород­
ное волновое уравнение для продольных колеба­
ний стержня с учетом поперечных внешних сил, 
действующих на стержень, а также эквивалент­
ное ему уравнение для поперечных колебаний 
сжатия стержня.

Требуется найти решение волнового 
уравнения (Д +  к2) р  =  0, если на тонкий 
ограниченный упругий стержень кругового 
сечения, ось которого совпадает с осью z 
цилиндрической системы координат г, <р, 
z на участке 0 закрепленный в 
безграничном абсолютно жестком цилин­
дрическом экране (фиг. 1), падает под 
углом 0 плоская монохроматическая зву­
ковая волна,

Pi =  exp [ik cos 6 cosepr +  ik sin Oz]*. (1) Фиг. 1

Решение должно удовлетворять условию излучения на бесконечности,- 
на границе стержня с окружающей средой должно выполняться условие 
непрерывности нормальных скоростей смещений:

др_
дг = lic

г - а  ( О

lop (v0 +  г?х cos <р) при 0 <  z <[ d.
при O O < Z < 0 , °°» (2)

а колебания стержня описываются уравнениями движения: для изгибных 
колебаний

д4у1 о • и I8 |r=a> (3)

* Временной множитель ех р [— i < o l )  везде опускаем.

4*
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где
2п

F  =  — а  ̂ р cosepdep, (4)
о

и для симметричных поперечных колсоашш сжатия *

dz* +  <*4 -
ш3а (1 — а) 

В СО2 дг* г**а (5)

Краевые условия в точках z =  0, d для простоты будем считать самосо­
пряженными.

В выражениях (1) — (5) р  — звуковое давление, /с=со/с, со— круго­
вая частота, с — скорость звука в окружающей среде, р — плотность
среды, g =  , Е — модуль Юнга, т3 =  7ra2ps — масса на единицу дли­
ны, ps — плотность стержня, а — коэффициент Пуассона, а — радиус 
стержня.

Краевым условиям можно удовлетворить, если записать решение вол­
нового уравнения (Д +  к2) р =  0 в виде

р(г,  ср, z) =  pi(r, 9, z) +  pT(r, 9, z) +  X (r ,  z), (6)

где рг(г, <р> z) — давление в ноле рассеяния, в случае абсолютно жест­
кого и неподвижного безграничного стержня, Х (г, ср, z) — давление в 
поле рассеяния, обусловленном колебаниями стержня.

Падающую плоскую волну можно представить в виде суммы цилин­
дрических волн

со  со

Pi (г, 9, z) =  2 Pirn (r ’ ?> z) =  2 (& cos Or) cos ш 9 exp [гA sin 6z], (7)
m -=0 m = o

а для поля рассеяния абсолютно жесткого и неподвижного стержня 
имеем [2]

со
Pi (г, 9, z) =  2  Prrn (г, 9, z) =

со

—  2 emi; т

т =о

(/с C O S  Оа) 
1 ф  (к c o s  е « )

т п — О

(A cos Or) cos /пер exp [гй sin Oz].

мы

(8)

Здесь s0 =  1, em =  2 при /п =  1,2,3..., / т (а) и / / т  (а) — функции Бес­
селя и Хапкеля первого рода. Штрих означает дифференцирование по 
аргументу.

Давление в поле рассеяния, обусловленном колебаниями стержня, 
представим в интегральной форме, воспользовавшись преобразованием 
Фурье

X (/*, ср, z) =
+ С О

— со

ср, w) exp [— iwz] dw}

*  П р и  у ч е т е  к о л е б а н и й  с т е р ж н я  в  о с н о в у  п о л о ж е н ы  п р и б л и ж е н н ы е  у р а в н е н и я  

д в и ж е н и я ,  к о т о р ы е  в  с л у ч а е  т о н к и х  с т е р ж н е й  м о ж н о  с ч и т а т ь  т о ч н ы м и .  П р е д п о л а г а е т ­

с я ,  ч т о  и з г и б н ы е  к о л е б а н и я  с т е р ж н я  п о д ч и н я ю т с я  в о л н о в о м у  у р а в н е н и ю  п о п е р е ч н ы х  

к о л е б а н и й ,  а  п р о д о л ь н ы е  к о л е б а н и я  о п и с ы в а ю т с я  в о л н о в ы м  у р а в н е н и е м ,  к о т о р о е  м о ж е т  

б ы т ь  з а м е н е н о  э к в и в а л е н т н ы м ,  е м у  у р а в н е н и е м  д л я  п о п е р е ч н ы х  к о л е б а н и й  с ж а т и я .

П о д  п о п е р е ч н ы м и  к о л е б а н и я м и  с ж а т и я  с т е р ж н я  п о д р а з у м е в а ю т с я  е г о  п о п е р е ч н ы е  

с и м м е т р и ч н ы е  к о л е б а н и я ,  о б у с л о в л е н н ы е  п р о д о л ь н ы м и  к о л е б а н и я м и  и  с в я з а н н ы е  с  

п о с л е д н и м и  ч е р е з  к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а  [ 1 ] .  С м .  п р и л о ж е н и е  2 .
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где

ср, z) exp [iipz] dz.

Подставляя (10) в волновое уравнение, получим, что функция 
R  (;*, 9 , го) должна являться решением уравнения [Д +  (к2— w2)] R  (г, ср,. го) = 0  
и с учетом краевого условия на бесконечности может быть представлена 
в виде *

со

R  (г, 9 , го) =  2  A m H m {rV k2 — cos яг 9 . (И )
m=o

Воспользовавшись граничным условием (2) для определения коэффициен­
тов Атг получим из (9), (10), (И) для давления в искомом поле рас­
сеяния

х  (г . <?.z) =
-[-со d

щ ц з
—со о т =

н т {г IГкг _ W‘

= 0  —  w *  I I { а У  /с2 — W2)
Vт (?) exp [iw (? — z)] dsdw. (12}

Подставляя (12), (8) и (7) в (6), а затем в уравнения (3) и (5), запишем 
интегродифференциальные уравнения, описывающие поперечные колебания 
сжатия и изгибные колебания стержня, погруженного в жидкость

2 3 4  (г) 
С° № +  « Ч  (z) =  — -  { ( l  — j ^ )  [рго (а, о, z) +  Pro (а, 0, г) +

. ш9 Г  Г Л<« („К* »-.«*) ■ 1

2тг J  J  У  Л* — w* (а V Л* — го*) o w  Г  J—со 0

2
+  [рго ( а > 0 , z) +  P r o  (я> 0 , г ) +

+  со d

, Г Г ______ _

^  ^  J J
Я 1»  (а K/ca -  w2)

—со 0
w » B '0a )  ( a V k *  —  to 2)

»0 (|) ехр [ш  (? — z)]d?dw; >, (13)

8 — o P m ^ z )  =  icomt \Pil (а, 9 , *) +  ра (а, <р, г )+
d z *  ■

+  ОО

щ i^p ( [ 1 {
^  2к ) ) у к2 _

Я*1* (а К а* — м;г)
(14)

^ (1) (a V k *  —  го2)
—со  0

г>1 (?) exp [iw (? — z)] d? dw

После определения vm (?) из интегро-дифференциальиых уравнений 
(13) и (14), решение для поля р (г, со, z) дается формулами (6), (7),
(8) и (12).

Решение интегродифферснциальных уравнений можно свести к решению 
линейных алгебраических уравнений, если разложить скорости смещений 
и давления в ряды по собственным функциям колебаний стержня в 
вакууме *.

* Дальше мы следуем методу, использованному нами ранее [3].
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Пусть х¥тп (z) — нормированные собственные функции, удовлетворяю­
щие уравнениям:

(«) + ' <  xFon (г) =  О, (15)

Т ,„ (г)
(16)

и соответствующим выбранным краевым условиям на концах стержня 
z = 0 ,  d . Здесь <о0п и оэ1п — собственные частоты поперечных колебаний 
сжатия и изгибных колебаний стержня в вакууме. Тогда мы имеем

Vm (z) =  2  6m„ XFmn(z), (17)
п=1

со

Pim Ргт'{й> z) =  ^  тп (z), (18)
n = l

а также
-)-со d

Ш  р 
2те

r  f н %  (а  Vk* -  W»)

)  )  V'W=ZfiH™ ( а  V к'1 -  ю«) еХР fШ 2)] ей =
—со О

со

—  2  т п  {¥ ) у (19)
«-I

где
4 -со d d

'т пк
__ top f f Г_____i

2тс j  J J K aT Z
(а V к2 — w2)

—со О О
W2 Н т  ( a V  к 2 —  W2)

х¥т *(£)lFmn(z)ехр[ш(£—z) ] ей dz dw.

(20)

Подставляя (17) — (20) в интегродифференциальные уравнения (13) и (14) и 
воспользовавшись для определения значений производных собственных 
функций уравнениями (15) и (16), запишем для неизвестных коэффициентов

где

со

Ьтп^тп — G>т п +  2 *т!( ^ткт
к~ 1

(22)

(23)

Коэффициенты Ьтп можно рассматривать как амплитуды ’скоростей нор­
мальных смещений собственных колебаний стержня номера тп , а 
Gmn— как амплитуды давления собственных колебаний этого номера. Тогда 
Zmn можно назвать механическими импедаицами стержня*. Zmnn — им- 
педаицы излучения собственного колебания номера m/г, a Zmnk — импе- 
данцы излучения, характеризующие взаимосвязь между собственными 
колебаниями номеров тп  и тк.

* См., например, [1].
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со

В выражении У] bmk Z mnk можно выделить члены с номером m k= m nf т. е.

^  bmk Zmnk =  bmnZmnn +  S . (24)
- h-l

Предположим, что E '^ 0 ,  т. е. взаимодействие между собственными 
колебаниями стержня отсутствует*. Тогда из уравнения (21) мы полу­
чим для искомых коэффициентов выражение

Ь гпп ~
Gпт

Zmn +  *
(25)

т п п

Подставляя (25) в (17), а затем в (12) и определяя Gmn из (18), найдем 
для давления в поло рассеяния, обусловленном колебаниями стержня, 
выражение

я *  J  J J  —  V'k* — v fl Н'Ы (а  V А2 — )
—со о 0 m -o n -l m

X

X cos то? exp Ji (те +  2) я 'm 1 X
4 I cos о aH'm (k cos 6 a) /jmn ^mnn

X exp [ik  sin Oyj] xFmn (tj) exp [iw  (5 — z)] -Т ш  (5)-dy cfc dw. (26)

Вычисление интегралов в выражении (26) проще всего выполнить в част­
ном случае шарнирно закрепленного стержня. В этом случае собственные 
функции имеют вид:

T mn(Z) =  ] / 4  s i n ! ? .

Подставляя (27) в (26) и интегрируя, имеем**

(27)

ехр

X (г, <?, z) =  — -

2т +  1

р c2d
со со

—̂  . ехР •. у  у  е cos то, 
26) cos 0 cos 0 а Л Z j Z j mm—О n—1

+ 1 Z X —7
тпп Ит] (k cos Оа) (k cos О'*)

T r - F n W W ) ,  (28)

где Я  =  (Л-2 +  z2, 6' — угол между внешней нормалью к поверхности 
стержня и направлением в точку приема

р  /гл _  ехр [t [Д-sin Qd +  тт)] — 1 __ ехр [i (k sin Qd — тсл)] — 1 в 
У?г'  '  ~  /с sill G<tf +  пп к sin 0<i — 7Ш *
с, _ехр [i (к sin 0 ^  +  тс/г)] — 1  ехр [i (к sin Q'd — кп)] —1

л '  '  к sin Q'd +  тел ks\nQ'd — Tzn (29)

* Как показывает подробный анализ [4], такое допущение законно, если размеры 
стержни (пластинки) велики по сравнению с длиной волны в среде и если в стержне 
практически возбуждаются собственные колебания высоких номеров.

** Выражение (28) описывает ноле рассеяния на больших но сравнению с разме­
рами стержня расстояниях г d, так как в процессе расчетов приходится вычислять 
интеграл

+f° Н™ (г V А2 — U)*)
1 =  )  V А2 — w* Ы'Х1 (а V А2 — ги2) Х

---- СО

( ехр [г (wd 4- тел)) — 1 ехр [i (wd — тгл)] — 1 ] г . . .
X <—  г -г------ ------------------ ---------------------------- \ ехр [— i w z \  d w .*  \ wd +  nn w d  — ял J ^

который вычисляется приближенно методом перевала. См., например, [5].
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Из выражений (28) — (29) видно, что иоле рассеяния, обусловленное 
колебаниями стержня на больших расстояниях (r^> d), представляет 
собой сферически расходящуюся волну. Рассеяние симметрично относи­
тельно плоскости, перпендикулярной оси стержня, причем, в случае Zmn -\- 
+  IrnZm«=0 или сот п да<о наблюдается значительное рассеяние в направ­

лении, противоположном на- 
Игдд правлению падающей волны,
68-------- 1-------- ----- Я----- 1-------- 1--------  так называемое незеркальное

отражение.
На фиг. 2 показана поляр­

ная характеристика отражения 
в направлении, противополож­
ном направлению падающей 
волны, для алюминиевого стер­
жня длиной 30 мм, диаметром
1,0  мм на частоте /  =  106 гц 

60 16 о 16 6 0 66 8е в воде (ка да 2), рассчитанная
по формуле (28) *. Характерн­

о е  2 стика нормировалась по вели­
чине отражения при перпенди- 

<■ окулярном падении волны на 
стержень, причем предполагалось,что стержень абсолютно жесткий и непод­
вижный. По горизонтальной оси отложены значения угла падения в граду­
сах, по вертикальной — значения амплитуды отражения в д б  но отношению 
к некоторому эталонному уровню. Так как А а > 1 , т о  при расчетах 
учтены поправки в уравнении движения для изгибных колебаний **♦ 
Как видно из представленной характеристики, в области углов около 
16 и 45° наблюдаются значительные незеркальные отражения, обуслов­
ленные колебаниями стержня.

Таким образом, колебания стержня могут играть существенную роль 
в рассеянии звука. При некоторых углах падения звуковой волны на стер­
жень наблюдается рассеяние не только в зеркальном направлении, ио и 
значительное рассеяние в направлении, противоположном направлению 
падающей волны.

Небезынтересно также отметить, что в литературе (например [2], 
[6 ]) принято, рассматривая колебания тонкого стержня под действием 
поперечной силы, учитывать лишь поперечные изгибные колебания 
стержня и не принимать во внимание его поперечные колебания сжатия 
(продольные колебания). Между тем, как видно, в частности, из приве­
денных здесь результатов, поперечные колебания сжатия стержня могут 
играть не менее важную роль, чем изгибные колебания, и их также сле­
дует учитывать.

П р и ло ж ен и е  1

Уравнение движения стержня с учетом поправок

Уравнение движения стержня (3), описывающее его изгибные колеба­
ния, справедливо лишь для весьма тонких стержней***. На практике 
часто приходится встречаться со стержнями, которые нельзя рассматри­
вать как весьма тонкие. Для описания движения толстых стержней в урав­
нение (3) приходится вводить поправки. Эти поправки были введены 
первоначально Рэлеем [6 ], а затем Тимошенко [7].

* Точки выбирались из условия |тш |=  | к sinOrf| =  [/csinO'd. Тонкая структура 
отражения не показана. Предполагалось также, что импеданц излучения ̂ ^ п р а к т и ­
чески равен импеданцу излучения бесконечного стержня.

** См., приложение 1.
*** Толщина стержня должна быть во много раз меньше длины изгибной волны 

в стержне.
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С учетом указанных поправок уравнение движения стержня для 
изгибных колебаний имеет вид:

со 0,2 d*v\ . 

т * 4  d z*  +
За2 (1 +  ст) дЧ'у

d z 2 +
3 (1 -Ь ст) « 2 ^

4  со
<о2 —msJo)2i?1=  —коF, (30)

а механический импедапц описывается следующим выражением:

iomis 
7г а

Зя2со2 (1 +  ст)
4с

З а 2 (1 +  ст)

4 с 21Со

соIn
со-

П р и л о ж е н и е  2

Волповое уравнение для поперечных колебаний сжатия
тонкого стержня *

Рассмотрим некоторый элемент стержня и пусть Q — продольное, а 
Р  — поперечное напряжения сжатия. Пусть Р и Q пока не зависят от

т т  •• д и г  d u z  гкоординат и времени. Найдем поперечную и продольную деформа­
ции стержня. В рассматриваемом случае смещения симметричны относи­
тельно оси стержня и, согласно уравнениям теории упругости, мы имеем 
для искомых деформаций [9] уравнения:

-а7  =  ^ Г - Р -  о (Xw -< ?)], (32)

Ж  =  Ае  [ -< ?  -  ° (* фф - -Р)], (33)

X w  =  E -Û  — a(Q - /> ) ,  (34)

где Хфф— нормальное напряжение растяжения в направлении координаты <р. 
Подставляя (34) в (32) и (33), получим

J r + l L a  =  i [(!j2- 1)-P + (  1 +  ° ) 3С]> (35)

^ + а - ^  =  ± [ ( ^ _ 1 ) ^ + ( 1 + а ) 0Р]. (36)

и, в результате решения уравнения (35),

иг =  ~  [*? -  (1 -  а) Р) (37)

Соотношениями (35)—(37) можно пользоваться и в динамическом случае 
если толщина стержня значительно меньше продольной волны в стержне- 

В динамическом случае
d Q  _ _  d 2u z

d z  ~  Р* d t 2 *

Подставляя (37) в -(36), а затем в (38), мы получим неоднородное волновое 
уравнение для продольных колебаний стержня, с правой частью, описы­
вающей п о п е р е ч н у ю  силу, действующую на стержень.

д2и д2и__L   г2 __£dt2 о dz2
2адР 
? s d z

*  С м . [8 ].
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Обычно правая часть неоднородного волнового уравнения для продоль­
ных колебаний тонкого стержня описывает силу, действующую в д о л ь  
стержня.

Волновое уравнение (39) можно переписать в терминах поперечных 
смещений. Исключая Q из соотношения (39) и подставляя в (30), мы 
имеем для деформации растяжения

д£  =  ^ + ш ( 2° * ~ 1 +  ° )р - (4°)

Дифференцируя дважды по времени правую и левую части выражения (40) 
и пользуясь соотношениями (37) и (38), получим, полагая г =  а, волновое 
уравнение для поперечных колебаний сжатия стержня
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