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Рассматривается вопрос об упругих поверхностных волнах, типа рэ- 
леевских, распространяющихся но цилиндрической поверхности в на
правлении , перпендикулярном образующей.

В 1885 году Рэлей показал 111, что вдоль плоской границы упругого 
полупространства с вакуумом могут распространяться плоские волны, 
амплитуда которых быстро спадает с глубиной. Эти волны, названные 
рэлеевскими, являю тся основным типом волн, наблюдающихся при земле
трясениях, в связи с чем они подробно изучались в сейсмологии. В настоя- 
щее время волны Рэлея начинают использоваться для целей поверхност
ной дефектоскопии, в сейсморазведке, а такж е в линиях задержки. Экспе
риментально установлено [2 1 , что рэлеевские волны могут распростра
няться по цилиндрическим поверхностями проходить, почти не отражаясь, 
через закругления с радиусом по
рядка длины волны и  больше. В свя
зи с этим представляется интересным 
рассмотреть вопрос о волнах, рас
пространяющихся вдоль поверхности 
бесконечного круглого цилиндра, а 
также вдоль поверхности цилиндри
ческой плоскости кругового сечения 
в бесконечной упругой среде.

В обоих случаях (выпуклая и во
гнутая цилиндрические поверхности) 
мы ограничимся плоской задачей, 
когда в цилиндрических координа
тах /•, 0 , z (фиг. 1 ) поле в упругой 
среде не зависит от z, причем будем
рассматривать установившиеся гармонические колебания, считая поле 
зависящим от времени согласно множителю е~ш . Аналогом рэлеевских 
волн и этом случае можно считать такое решение уравнений теории упру
гости, которое имеет следующие свойства:

1 ) удовлетворяет условию отсутствии напряжений на цилиндрической 
поверхности;

2 ) зависит от угловой координаты 0  но закону где р — некоторая
безразмерная величина, которую можно назвать угловым волновым чис
лом ;

Ф и г .  I

3) при стремлении радиуса кривизны цилиндрической поверхности 
к  бесконечности и конечном отношении р /Я  переходит в обычную рэле- 
евскую волну, бегущую вдоль плоской границы упругого полупростран
ства с вакуумом. Чтобы избежать искусственного ограничения задачи слу
чаем целых значений р , мы, пользуясь методом Малюжинца [31, будем рас
сматривать решение в бесконечном угловом интервале — оо <  0  << со, 
считая ось /• =  0 линией разветвления бесконечного порядка. При этом 
в задаче для сплошного цилиндра мы налагаем на решение дополнитель
ное требование ограниченности при ;• =  0 .
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При таком подходе различные значения решения в интервалах
л

п < [ -у- <  п -J- 1  для различных целых естественно интерпретируются2тг
как  ноля, соответствующие последовательным пробегам обобщенной 
рэлеевской волны вокруг цилиндра.

Решения обеих задач мы выразим через потенциалы <р и XF  продольных 
и сдвиговых волн, описываемых уравнениями:

д / г д(р \  , 1 а 2?  , 1 2
d r  J  ^ г 2  с)02 +  А,? =  О

I W  ,
г -----1 +  7 Г  - ш  +  А/ *дг =  0 .

( 1 )

Здесь к I =  Ы \ / , к i — со Р_
I*

соответствующие волновые числа.Х +  2;х
X и ji. — упругие постоянные Ламе, о — плотность среды. Компоненты
смещении ur, и0 n напряжения a r 0  можно
по формулам:

1 7/ dV , I d'V
f Ur -  w r do

i « o = 4 -
a9  dxr
do ~ dr ;

®rr =  (k +  2|X) [ 5  “
1  аЧ1* 

” г® аг
1  \ 
r dr d{');

L i / ' 1  ***
1 Л do2

/  2•  t n -- fl __. L 1 d‘-T d*Y 2
, 0  ^  ! V г drdO 1 г2  ae- dr2  r2

(2)

1 d2XF 1 д<р 1 д'1'\
г 3rd 6 г  7  дг Г г" ао ; ...

1 а т  \

Выпуклая цилиндрическая поверхность

Единственными решениями уравнений (1), зависящими от 0 согласно 
множителю ei p 0  и ограниченными при /• =  0 , являются:

о =  Ае**1* • J р (к I?')'V = BeW.Jp<klr)> (4)

где А и И — произвольные постоянные, J p {k[r)) J p (ktr) — функции Бес
селя порядка р.

Угловое волновое число р  равно 2-/?/)., /? — радиус цилиндра, /. — 
длина пространственной периодичности на поверхности цилиндра (ее не 
следует смешивать с упругой постоянной Ламе). 15 дальнейшем мы будем 
называть наше решение поверхностной волной, >. — длиной поверхностной 
волны, к =  2 гг/Е ~  волновым числом, а С =  о/& — фазовой скоростью 
отой волны. Поверхностную волну, распространяющуюся вдоль плоской 
границы упругого полупространства с вакуумом, мы будем называть

«элеевской волной, а относящиеся к ней величины обозначать индексом 
(/г0, С0 п т. д .). Т ак  как  мы рассматриваем волну, бегущую но 6 , то р мо

жет быть и целым и дробным.
Условие равенства нулю напряжений сгг и з г 0  при /• =  1{ дает нам 

с учетом (4), два уравнения. И спользуя тождественные соотношения ме к- 
ду бесселевыми функциями, мы можем записать эти уравнения так:

В ^ р—о(х) J p + 2 ^

А  / p - 2 ( t / ) + J p+ 2<»>
к °

■ V 2( . r ) + / p_ 2 W - 2 , y ' _ 1) . / J,(.r) 
__________________ V  '___________ _

Х Г ^r>+2(^) “  Jp- 2 
где х  =  kiR, у  =  ktR.

кt l ; (5)

j p + h <У) -  J V - 2  M  

Jp+2 (V) +  Jj>-2 (У) (6 )

« •
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Первое из этих уравнений дает амплитудное соотношение междучр и Ч' 
при известном р. Второе уравнение — это частотное уравнение Для дан
ного случая, определяющее связь р с .г* и у, т. е. волновое число А* при 
заданном радиусе цилиндра R.  Можно легко убедиться, что при заданном 
радиусе цилиндра R , т. е. при заданных х  и у, существует много значений

с/с0

р% при которых левая часть уравнения (6 ) равна правой. Каждое из этих 
значений р определяет фазовую скорость соответствующей волны. Мы ис
следуем волну, которая локализована вблизи поверхности и которая пере
ходит в волну рэлеевскую при бесконечном увеличении радиуса кривиз
ны поверхности. Такой волне соответствует только один корень уравнения
(б), т. е. одно значение р при заданном R  и наоборот. Мы будем проводить 
решение уравнения (6 ) только для этого корня.

Это уравнение удобно решать графически, задавая значение р и на- 
лоди точку пересечения кривых, соответствующих левой и правой частям 
уравнения. Результаты решения для сред с коэффициентами Пуассона 
0,25 и 0,34 приведены на фиг. 2. Но оси ординат отложены отношении 
фазовых скоростей поверхностных волн к  фазовым скоростям рэлеевских 
волн в соответствующих средах, по оси абсцисс — р — 2~R/l.  Сплошная 
кривая относится к  случаю v =  0,25. точки — к  случаю v =  0,34. Как 
видно из графика, отношения С/С0 для этих сред при одном и том же 
значении р практически одинаковы. Кроме того, из графика видно, что 
С С 0 и С-->С0 при р —> ос. Последнее обстоятельство отражает тот 
факт, что поверхностная волна переходит в рэлеевскую волну п ри /?—>оо. 
Это можно легче проверить, взяв асимптотические представления J p (kir),
/ р (Ау)> J P(kiR), J p (ktR)  при /?—>оо и Я ~ г —>0 [4]. Уравнение (6 ) пе
реходит тогда в обычное уравнение Рэлея, а выражения (4)—в анало
гичные выражения для плоской рэлеевской волны, бегущей па границе 
упругого полупространства с вакуумом.

Исследуемая поверхпостная волна похожа на рэлеевскую: ее фазовая 
скорость С близка к  6 '0, а смещения сосредоточены в тонком поверхност
ном слое порядка длины волны. Смешения вычисляются по формулам
(2) с учетом (4) и (5). На фиг. 3 приведены зависимости амплитуд смеше
ний от глубины для среды с коэффициентом Пуассона 0,25 и для трех зна
чений р: р =  5, р =  41, р =  со (последний случай соответствует, ко
нечно, рэлеевской волне). U°r — амплитуда радиального смешения в по
верхностной волне при г =  R .  Приведенные зависимости показывают, 
что в поверхностной волне смещения убывают несколько быстрее с уда
лением от поверхности, чем в рэлеевской волне, причем тем быстрее, чем 
меньше р — kR.  При /• =  0 смещения в поверхностной волне равны ну
лю, в то время как  в рэлеевской волне смещения не исчезают ни при какой 
глубине. Качественно приведенные зависимости смещений от глубины 
сохраняются для любой упругой среды.

При больших значениях р (порядка 100 и больших) для фазовой ско
рости поверхностной волны справедливо выражение:

С =  С0(1 +  о), (7)

где о — малая поправка, зависящ ая от упругих свойств среды п от р и
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исчезающая при р —>оо . Д ля ее нахождения удобно переписать уравнение 
(6 ) в виде

J v - i W  . J P+t (») , J p+sl*) ' J V-2 (У) 
J  Р (У) ‘ J p (y) +  J v  (*) Уф {у) X Г У7Н-2 (3

L >Р(»)
(у> , Ур- 2  (У)

+  Jp (У)
0.

(8)
При больших значениях аргумента (х и у), а также индекса (р), и при 
условии, что аргумент меньше индекса (kiR, k,li  <  кВ),  что в данном

случае всегда выполняется, поскольку C0< C t < C u для  функций Бес
селя справедливо следующее асимптотическое представление через поду- 
сходящиеся ряды Дебая [4]:

J  v (Т) =
ох р  \р  (th a  —  а)] 

УТт.р th а

гДе PiY =  c h a . Воспользовавшись этим представлением, найдем прибли
женное выражение для левой части уравнения (8 ) с точностью до членов 
порядка 1 / fr .  Приравнивая его к нулю, получим приближенное частотное 
уравнение. Старшие члены в нем (порядка 1) выпадают, так как они обра
зуют уравнение для определения С0. Оставшиеся члены дают уравнение 
для нахождения о, из которого получаем

(I  +  +  А  11
V ^ <1о Г  2,0 I

1 2 arctli — 2arcth sк*

k0R  [ ( l - £ l Y / arClh 5  - 2 a r c t h  T. 
<toA

— e
- 2arcthfs +  2ar c t h ^  ^

*?
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где введены обозначения: </ 0  — kf, s0=  V k l — k\. Таким образом,
фазовая скорость С =  С0 (1 +  о) поверхностно!! волны на выпуклой ци
линдрической поверхности имеет поправку о (по сравнению с С0), про
порциональную 1 Легко убедиться, что 8 > 0  дли любой упругой 
среды.

Групповую скорость можно найти по известному соотношению между 
фазовой и групповой скоростями. Оказывается, что при данном прибли
жении для фазовой скорости Сгр =  С0> т. с. групповая скорость имеет 
поправку порядка ( I /kvR)-.

Вогнутая цилиндрическая поверхность

В данном случае единственными решениями (1), зависящими от 0 по 
закону eip0 и удовлетворяющим!! принципу погашаемости [3] во uccii 
области r ^ R ,  будут:

ср =  Ае‘р0 ■ И™ (к,?-) 
ф =  В е ^  ■ Н \ \ ] ( к ,? - ) .

Здесь А  и В  — произвольные постоянные, (kir) , (ktr) — функции 
Ганколя первого рода порядка р. Уравнения (5) и (0) заменяются ана
логичными:

Последнее уравнение — это частотное уравнение для данного случая. 
Будем исследовать его решение, соответствующее, как и раньше, волне, 
локализованной у поверхности. Очевидно, что даже при вещественных 
х  и у  это уравнение удовлетворяется только для комплексного р =  рх 
+  ip2- Волновое число к при этом тоже является комплексным:

k =  k ,  +  ik2> (14)

причем, по-прежнему p =  kR\  следовательно,

p l =  k 1R f р2 =  k 2R.  (16)

Таким образом, поверхностная волна на вогнутой цилиндрической по
верхности будет распространяться с затуханием. Это затухание связано 
с радиальным излучением энергии в среду, которое производится поверх
ностной волной в данном случае. В самом деле, при r ^ > R  функции 
i/p1} (кр') и IIр'1 (ktr) из (И ) представляют собой цилиндрические волны, 
уходящие по радиусу.

Заменим функции Ганкеля в уравнении (13) их выражениями через 
функции Бесселя J v (x), J p (y) и Неймана N p (x)t N p (y) того же порядка.

Используем для функций Бесселя J v (x) и J p {y) при больших значе
ниях р \р^>  1 0 0 1 асимптотическое представление (У), для функций Неймана 
возьмем аналогичное представление [4]. С учетом этих представлений 
можно показать, что при k vR —>oo уравнение (13) переходит в частотное 
уравнение Рэлея, а выражения (11) и соответствующие выражения для 
рэлесвской волны, т. е. поверхностная волна переходит в ролеевскую 
при k xR —> оо, как  и в случае выпуклой поверхности при kR -> o o .
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При больших, но конечных kLJ{, для  волнового числа поверхностной 
волны справедливо следующее представление:

k =  k 0 ( 1  -|- ik2. (16)

Здесь А2  — мнимая часть волнового числа, к2 0 при кгН-+  эо, С— малая 
поправка, зависящая от упругих свойств среды и значения кхЛ  и исче
зающая при kLH —> оо. Д ля фазовой скорости волны соответственно 
получим выражение:

С =  С0( 1 + С ). (17)

Пользуясь указанными выше асимптотическими представлениями для 
функций Бесселя и Неймана и предполагая, что кгЛ  по порядку величины 
не больше единицы (как увидим ниже, это предположение справедливо), 
получим из вещественной и мнимой частей уравнения (13) после ряда 
преобразований следующие выражения для С и к2:

С =
I V Qo J

к _ U -  so
2s 0

2arcth ~  — 2arcth ^

w  К 1- £ ) ( *

2аretli ~  —2а reth

Qo J 2ьо

.2 \  _

ч

■2arcth + 2arcth
и а н о

<7с

4У о  _ !  \ 1

\  А? /  J

Л,

) +
4У о
к\

2*;

ч ( k\
—1

1 — — Ye 
Qo

2arcth ^  —2arctli ~ - 2arcth £-° +s>arcth
— е 4 У  о /  J ;

.2
*

,(18>

*? \ *?
1

А:2 =  g 2c(plty) х QoS о (Л; +  sg)2уа

4Л:0  ( < / 0 — 50) [Ag (<у0  — 50) +  2д&1\ (19)

Здесь ’ с {ръ у) = ; — Sy +  кг arcth

st =  K A ' I  — А / .
Сравнивая (18) и (10), замечаем, что поправки о и С к  фазовым скоро

стям поверхностных волн на выпуклой и вогнутой цилиндрических поверх
ностях одного и того ж е радиуса Л  отличаются только знаками С =  — о 
(С<4) всегда, следовательно). Групповая скорость волн на вогнутой ци
линдрической поверхности, как  и в случае выпуклой цилиндрической 
поверхности, равна С0 с точностью до членов порядка (1//%/?)2. Из выра
жения (19) следует, что предположение о малости къЯ оправдано — мни
мая часть волнового числа /с 2  при больших значениях kiR  мала {къ~е _2/l’i/?).

В заключение автор выражает благодарность Г. Д. Малюжинцу, 
под руководством которого выполнена данная работа.
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