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Рассмотрено поле боковой волны; в случае наличия угла полного 
отражения исследовано поведение ноля при частотах, близких к крити­
ческой частоте одной из нормальных волн.

Как известно [1 ], поле точечного гармонического излучателя, помещен­
ного в жидкий однородный слои со свободной верхней границей, лежащий 
на жидком однородном полупространстве, представляется на далеких 
от источника расстояниях в виде суммы нормальных волн и некоторого 
контурного интеграла («боковаяволна»). При этом характер поля сущест­
венно зависит от частоты. Свойства нормальных волн рассмотрены доста­
точно подробно в 11]; ниже мы займемся исследованием частотной зави­
симости ноля боковой волны.

Потенциал скоростей поля точечного сферического [гармонического 
излучателя с объемной скоростью — 1/4 тс, помещенного в слой на высоте 
zQ от основания, дается внутри слоя формулой*
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Здесь h — толщина слоя, z — высота точки наблюдения от основания 
слоя, г — горизонтальное расстояние от источника, гп — отношение 
плотности вещества полупространства к плотности вещества слоя, 
п — отношение скорости звука в слое к скорости звука в полупространстве, 
к — волновое число в слое. В (1) предполагается в случае z>zo
следует заменить в (1) z на z0 и наоборот. Контур интеграции обходит 
особые точки подынтегрального выражения, лежащие на действительной 
осп, сверху при £><0 и снизу при £ > 0 . Положение контурана двулист­
ной римаиовой поверхности двузначной функции ос =  ] / ~ — кЬг  изобра­
жено на фиг. 1. Здесь волнистыми линиями проведены разрезы, 
римские цифры обозначают номера квадрантов, в которых лежат значения 
а (I, где Нса/>0 , 1т а > ( )  и т. д.), пунктиром нанесены величины, относя­
щиеся к нижнему листу. Для вычисления 9 при больших г контур интегри­
рования деформируют вверх, так что он превращается и вертикальную 
петлю, охватывающую точку разветвления с, =  кп. При этом (1) сводится 
к сумме вычетов, умноженной на 2ти в полюсах подынтегрального выраже­
ния, задетых при деформации контура (нормальные волны) и интеграла 
по вертикальной петле (боковая волна). Можно показать, что когда час­
тота равна нулю, все полюсы расположены на нижнем листе в III и II 
квадрантах значений а, симметрично относительно осей 1т £  =  0 и Rc£ =  0 . 
С повышением частоты от нуля полюсы перемещаются, сохраняя сим­

* См. [1,2].
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метрию, причем поведение их существенно зависит от знака величины 
п— 1. Если м>1, то полюсы никогда не могут попасть на действительную 
или мнимую ось £. В этом случае при деформировании контура могут 
быть задеты только полюсы, попавшие на верхний лист в область 0 <Г 
< R e£ < /m  lmi^>0. Эти полюсы соответствуют экспоненциально затухаю­
щим с возрастанием г нормальным волнам. При /г<  1 с возрастанием частоты 
каждая пара симметричных относительно действительной оси полюсов

перемещается так, что полюсы при­
ближаются на нижнем листе к дейст­
вительной оси и сталкиваются в не­
которой ее точке, лежащей вне отрез­
ка — к п ^ ^ ^ к п .  С дальнейшим повы­
шением частоты один из полюсов уда­
ляется от точки разветвления, оста­
ваясь все время на нижнем листе на 
действительной полуоси. Другой же 
полюс приближается но действитель­
ной оси к точке разветвления, попа­
дает в нее на некоторой критической 
частоте и с дальнейшим повышением 

частоты снова удаляется от начала координат, оставаясь на действи­
тельной оси, но уже находясь на верхнем листе. Таким образом, 
половина полюсов, лежащих в области R e£ > 0 , при достаточно 
высоких частотах (точнее, при частотах выше критической, соответ­
ствующей данному полюсу) дают незатухающие нормальные волны. 
Ограничиваясь этими замечаниями о нормальных волнах, перейдем к 
вычислению асимптотического разложения по обратным степеням г для 
боковой волны. Заметим, что подынтегральное выражение в (1) либо огра­
ничено при 5 =  /ш, либо (при критических частотах) имеет особенность вида 
(£—кп)~1Ь. В обоих случаях интеграл по бесконечно малой окружности, 
охватывающей точку разветвления, равен нулю. Ввиду этого получим 
для потенциала скоростей срх боковой волны
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Римские цифры указывают, в каком квадранте лежат значения а. 
Учитывая, что на пути интеграции аш  =  — аь  получим

?i = — 2т [ sh [(ft — z) ft] sh \{h — z0) 3] __ ir(D
i m'*pl ch2 /i,3 — a2 sh2 h°, 1 0

kn
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В (2) подразумевается, что в случае, если на пути интеграции в обла­
сти 1ш с ] > 0  имеются полюсы, то они обходятся; способ обхода несуще­
ственен, ибо интеграл по замкнутому контуру, охватывающему такой 
полюс, асимптотически равен нулю. Из того, что на нашем контуре 
справедливо соотношение (см. [3])

(О <  arg S <  тг/2),

где | 0 | < 1 , следует, что если в (2) подставить асимптотическое разло­
жение функции /4 1} (сг) и провести почленное интегрирование, то полу-
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чеппый формальный ряд, который будот иметь вид

будет асимптотически равен в том смысле, что для любого р  выпол­
няется соотношение

lim г'Р
г - *-  С О

Функция / а (/*) равна с точностью до коэффициента интегралу

An-f/co
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Как известно, асимптотическое разложение по обратным степеням г для 
подобных интегралов можно получить, разлагая первый множитель подын­
тегрального выражения в ряд но степеням ($ — кп)*ь, и почленно пп- 
тегрируя. Если найденные таким образом асимптотические разложения 
функций /а (г) подставить в (3) и сгруппировать члены одинакового 
порядка, то мы получим для срх обычное асимптотическое разложение по 
обратным степеням /*. Заметим, что разложение знаменателя в подын­
тегральном выражении имеет вид:

А +  В (i — кп) + С (6 — кп)2 +  . . . ,
где _____

А =  m-к2 (п2 — 1) ch2 kh У п 2 — 1,
В =  2 пк (т2 ch2 kh У  п2 —  1 — sh2 kh У  и2 — 1) +

+  кЧгпт2 Т sh 2kh } /п2-  1.

Отсюда видно, что в случае п <  1 величина А может обращаться в пуль 
(это будет происходить при критических частотах), при э т о м # = £ 0 . 
Из (4) и (5) следует, что разложение подынтегрального выражения начи­
нается с члена (£— А?г)Ч* при некритической и (? — кп)~1\* при критиче­
ской частоте, а значит и порядок малости интеграла (4) по 1 /г будет в 
этих двух случаях различен.

Проведение указанных выше преобразований для случая, когда ча­
стота отлична от критической, дает следующее выражение:

?i
где

2 пе
i { k n r - ~ )

ткч2 cos2 xv гх  («О - 1 (ь0 +  -7 ) у -  (со +  -7  +  - $ )  (7 ) + • • • ) .  (6)

а0 =  sin xvC sin xv£0,
3nb0 =  —  {21 sin xvC sin xvC0 +  C0 sin xvC cos xvC0 +  C cos xvC sin xvC0},

K  =  — 7  J1 +  ^  ( 4 ь £ - ) } sin xvC sin xv!̂ »>

?0 + V \  .c0 =  * ^ { [ W  +  l - sin xvC sin xvC0 +

+  CC0 cos xvC cos xvC0 +  21 [C0 sin xvC cos xvC0 +  C cos xvC sin xvC0]j ,
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\ т
Здесь приняты обозначения:

В случае л > 1  подученным выражением можно ограничиться. При /г<  1, 
как уже указывалось, необходимо еще получить асимптотическое разло­
жение для критических частот. Заметим, что (6) нельзя использовать для 
вычислений не только при критических частотах, ио и при частотах, близ­
ких к критическим. Последнее видно из того, что при близких к критиче­
ским частотах величина t очень велика и поэтому для нс очень больших 
расстояний члены ряда (6) нс будут убывать но абсолютной величине. 
Чтобы получить при выражение, пригодное для вычислений как
при критических, так и при близких к  критическим частотах, поступим 
следующим образом. Учитывая (о), величину, обратную знаменателю 
подынтегрального выражения, можно записать в следующем виде:

Так как* второе слагаемое в фигурной скобке обращается в нуль при £ =  Ап, 
то мы можем разложить эту скобку в окрестности точки £ =  кп  в ряд 
но степеням второго слагаемого. Разлагая остальные множители н подын­
тегральном выражении как и раньше по степеням (5 —кп)1!*, группируя 
члены одинакового порядка по (£—кп) и почленно интегрируя (интегралы 
при этом выражаются в конечном виде через элементарные функции и ин­
тегралы Френеля), мы получим формальный ряд, как легко видеть, асимп­
тотически равный интегралу (4). Подставляя полученные выражения 
в (3) и группируя члены, содержащие множителем одинаковые степени г, 
мы получим ряд, асимптотически равный cpj. Заметим, что указанный метод 
вычисления интегралов (4) весьма похож на примененный в [4] (см. также 
151). Согласно предложенной там процедуре, следовало бы найти корень 

выражения (5), обращающийся в кп при критической частоте, выделить 
из (5) множитель £о, и оставшиеся величины разложить в ряд по степе­
ням 2*—кп. В рассматриваемом случае, однако, ввиду сложной зависимос­
ти £о от параметров, примененный выше метод, по-видимому, более удобен. 
Проделывая указанные выше преобразования, получим

[ А  +  В  (£ -  * n )P  {l + С (5 -  *я)« +  
А +  Г (£ — кh

{P +  (?A + * ( A ) V . . } , ( 7 )

где
Р =  F  sin xvC sin xv*0l
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При 7 > 0  имеем

Г  (y) =  2гу — c0SY-[ y  -  s (t) ] +

+ sin y [ y  — c  (T)] — * ( sin Y [ y  — S  (T)] +  cos T [-1 — C (y)]) |

где S  (у) и  C (7) — интегралы Френеля:

о о
При 7 <С0 , F ( y) равно величине, комплексно сопряженной с F  (—у)* 
Ниже приводится таблица значений F (у). Заметим, что для 7 О имеем 
при малых 7

Г  (Т) =  2гТ +  У *к  (1 -  i) f ‘ +  . . .  (8)
и при больших 7

•  3

2f  4у
т-у / \ * , . ^  IV . 105 ,^  (т) _  1 Ц- г _  г _  Ц- . . . (9)

При больших у (7) сводится к (6); в этом можно убедиться, подставляя 
вместо F{7) его асимптотическое выражение и группируя члены одина­
кового порядка по г. Критерием применимости (7) является малость 2-го 
и 3-го членов по сравнению с 1-м*.

Т а б л  иц  а

Y ReF ImF Y ReF Im F Y ReF ImF

0 ,0 0 0 ,0 0 0 0 0 ,0 0 0 0 0 ,0 9 0 ,041 0 ,1 2 0 0 , 9 0 ,4 3 0 ,3 7
0 ,0 1 0 ,0 0 2 1 0 ,0 1 7 5 0 ,1 0 0 ,0 4 7 0 ,1 3 0 1 , 0 0 ,4 6 0 ,3 8
0 ,0 2 0 ,0 0 5 0 0 ,0 3 3 0 0 ,2 0 ,1 1 0 ,2 0 1 . 5 0 ,6 0 0 ,3 8
0 ,0 3 0 ,0 0 9 8 0 ,0 4 7 5 0 ,3 0 ,1 6 0 ,2 6 2 , 0 0 ,6 8 0 ,3 6
0 ,0 4 0 ,0 1 4 3 0 ,0 6 0 9 0 ,4 0 ,2 2 0 ,3 0 2 , 5 0 ,7 6 0 ,3 4
0 ,0 5 0 ,0 1 9 4 0 ,0737 0 ,5 0 ,2 7 0 ,3 2 3 , 0 0 ,7 9 0,3:1
0 ,0 6 0 ,0 2 4 5 0 ,0 8 6 0 0 ,6 0 ,3 2 0 ,3 4 5 , 0 0 ,8 9 0 ,2 4
0 ,0 7 0 ,0 3 0 0 0 ,0 9 7 5 0 ,7 0 ,3 6 0 ,3 5 7 , 0 0 ,9 4 0 ,1 9
0 ,0 8 0 ,0 3 6 0 ,1 0 9 0 ,8 0 ,3 9 0 ,3 6

* Это соответствует допустимости обрыва разложений знаменателя и числителя
подынтегрального выражения на первом члене.
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Ыа фиг. 2 приводится зависимость | fepi | от r/h в случае п =  0,83; т =2; 
С() =  1/2; С =  1 для трех различных частот, соответствующих /с/г =  2,2; 
2,5; 3,04. Критической частоте соответствует &й=2,82. На фигуре даны 
как точные значения, полученные численным интегрированием (2), так 
и вычисленные по формулам (6) и (7), с учетом одного первого члена. Мы 
видим, что для первых двух частот обе приближенные формулы дают прак­
тически одно и то же, для третьей же частоты формула (7) дает значительно 
лучший результат.

Фиг. 2

При помощи (7) можно проследить за изменением поля боковой волны 
на некотором фиксированном расстоянии г>/г, когда частота меняется 
около одного из критических значений. Пока частота меньше критической 
и нс очень близка к ней, имеем cos xv—1 и у> 1 . При этом можно пользо­
ваться (9), и мы видим, что ф!—1 /г2. С приближением частоты к критиче­
скому значению cos xv—>0 и у—>0. Пользуясь (8), мы видим, что коэффициенты 
ряда (7) после деления на cos2xv стремятся к конечным пределам (это сле­
дует и из самого способа получения (7)). При этом для критической час­
тоты (рj—1/г, т. е. величина поля возрастает на порядок относительно г. 
После того как частота превысила критическую, величина у снова начи­
нает возрастать, и cpi убывает, становясь снова порядка 1/г2. Однако в об­
щем поле это убывание компенсируется нолем появившейся нормальной
волны, амплитуда которой, как известно, имеет порядок 1 / ] /г. В результате, 
суммарное поле возрастает еще на половину порядка относительно г. 
Этот процесс «выделения» нормальной волны из боковой особенно интере­
сен для не очень больших г, ибо в этом случае возрастание поля па поло­
вину порядка относительно г не даст существенного увеличения поля, т. е. 
процесс появления нормальной волны будет замаскирован.

Автор благодарит В. П. Бажничкипу за проделанные расчеты.
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