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О ДИФРАКЦИИ ЗВУКОВЫХ в о л н  
В СХОДЯЩИХСЯ ПУЧКАХ

Б. Д . Т а р т а п о в с к и и

Находятся приближенные формулы для звукового поля вблизи фо­
куса, образуемого сходящимся волновым фронтом, характеризуемым 
неравномерным распределением амплитуды по фронту и сферической 
аберрацией.

Оценивается величина допустимой неравномерности амплитуды по 
волновому фронту. Амплитуды могут значительно различаться на рассто­
янии, превышающем длину волны.

Исследуются некоторые частные случаи интегральных формул, в 
частности, обсуждаются формулы, описывающие поле на оси волнового 
пучка на произвольном расстоянии от фокуса п в связи с ними подвер­
гаются критике результаты, полученные ранее другими авторами.

Необходимость учета характерных особенностей большинства звуковых 
фокусирующих систем (не очень большое отношение размеров фокусирую­
щей системы к длине волны, неоднородное распределение амплитуды по 
волновому (фронту, отклонение (формы сходящегося (фронта волны от сфе­
рической поверхности и большой угол раскрытии системы) не позволяет 
«автоматически» переносить готовые результаты расчета оптических (фо­
кусирующих систем на звуковые фокусирующие системы и обусловливает 
необходимость специального изучения последних [1, 2].

Ниже рассматривается дифракция звуковых волн в (фокусе, образован­
ном фокусирующей системой, характеризуемой неоднородным распреде­
лением амплитуды по волповому фронту, наличием волновой аберрации и 
большим углом раскрытия, а в некоторых случаях также не очень боль­
шим отношением размеров (фокусирующей системы к длине волны.

Звуковое поле внутри замкнутого пространства может быть определе­
но вытекающей из закона Грина интегральной формулой:

где /;, dp/dn — значения функции звукового давления и ее производной, 
однозначпые и непрерывные как на сферической поверхности 5 , ограни­
чивающей область, в которой расположен (фокус, так и внутри этой обла­
сти; п — наружная нормаль к поверхности S ; R  — расстояние от элемен­
та поверхности S , по которой производится интегрирование, до точки 
приема А, расположенной вблизи фокуса; к — волновое число.

Примем далее, что поверхность состоит из двух частей: сферической 
поверхности S i  с радиусом кривизны 1\ на которой заданы р и dp Ida, и 
дополняющей ее до полного замыкания области А , поверхности *52, на 
которой р у dp!dn равны нулю.

Примем обычпые кирхгофовские приближения о возможности расчета 
амплитуды и фазы на поверхности *5i без учета дифракции от се границ. 
При этом, если kF  >  1, можно пренебречь дифракционными явлениями, 
разыгрывающимися на границе *Si, и считать, что звуковое поле в области 
фокуса зависит только от величин р и dp/dn на поверхности S i.

а )
S



356 В . Д . Тартаковский

Рассматривая радиально симметричный случай расположения источ­
ника звука, представим функцию р  в виде

J k F  AkF  _

V ° ( a)eWe) =  (2)

где F — расстояние от сферической поверхности iSi до геометрического 
фокуса волнового пучка, совпадающего с центром кривизны сферической 
поверхности; Ф (а), £ -‘Ф(а)— радиально-симметричные функции распре­
деления амплитуды и фазы звукового давления (зависящие только от 
угла а).

Выясним, при каких условиях функция р будет удовлетворять вол­
новому уравнению. Последнее в сферической системе координат может 
быть записано в виде

Х Л Лг* dr V
др\

+
1 1

дг )  г2 sin а да sin а  Щ  +  k2p =  0. (3).

Воспользовавшись (2), найдем, что функция р будет удовлетворять вол­
новому уравнению точно, если

1 Г , дФ (а) , д2Ф (а) 1 АЛ +-w1J = o
и, приближенно, при условии неравенства

у г  [ctg  «  ф ' («) +  ф" (а)] <  **Ф (а).

(4)

(46)

Необходимость соблюдения условия (46) налагает некоторое ограни­
чение на произвольность распределения звукового давления. Чтобы оце­
нить характер этих ограничений на поверхности интегрирования, пред­
ставим (46) в виде

1 дФ{а) д2Ф(а) ^  (2тс)2 Ф (а) 
ri dri ~1~ ь-г? ^  х2

1

(4в>

где приближенно принято c tg o c » y ,  vj =  Fa.
Обозначим участок на поверхности интегрирования, на протяжении 

которого происходит заметное изменение Ф (а) (по порядку величины
равное Ф (а)), через rj0 и используем приближенные равенства г\0 ж

-  ф» >  W

равенству:
гР ж  Ф (а), подстановка которых в (4в) приводит к не-

* (а) + ф(о) ^  (2к).5 М
•'lo

или

(5>

(5а>

Строго говоря, неравенство (5) получено для целиком замкнутой по­
верхности. В случае ограниченного волнового пучка оно может приме­
няться при условии отсутствия влияния дифракции от границ пучка, т. е. 
в приближениях Кирхгофа.

Отсюда следует, что заметное изменение звукового давления по поверх­
ности интегрирования допустимо при принятых допущениях на расстоя­
нии, большем чем Л/тг. Это справедливо и для волнового пучка с большим; 
углом раскрытия; с увеличением а величина первого члена в квадратных 
скобках (46) уменьшается и. следовательно, неравенство (5) улучшается.

В выводе формулы для расчета звукового поля вблизи фокуса будем 
следовать методу, принятому Дебаем при расчете оптических широко-
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угольных безаберрационных систем с постоянной амплитудой по волновому 
фронту 12].

Обозначим полярные координаты точки приема А относительно гео­
метрического фокуса через расстояние г, меридиональный угол— г?, сагит­
тальный (поперечный) угол — <о; полярные координаты элемента поверх­
ности интегрирования соответственно — F, а, т.

Не допуская никаких ограничений относительно величины г /  F  и 
подставляя функцию р (2) в формулу (1), получим

с Ak(F-R)
\ Ф (а) е-*Ф<а) — — —  (1 +  cos п, R) dS. (6)
1

Беря в качестве переменной величину R , мы получим распределение 
амплитуды звукового давления по оси:

Р_

Ро

«1
JL  J e - tk R f- iw ф (а) + 1 —т2 

4

;Х- т = у 'где R0 =  F ( l  — m), R x =  F ( l  — m) j / 1 +  2 (Т̂ * Я,
=  1 — cosam.
В частном случае, приняв Ф (а) =  1 и проинтегрировав (7), мы

найдем
_Р_
р 0 ZГ 1\ ’ J

i —m‘‘
=  €  {(*' +  w )  (e_Ll -  +  w  -  L «e~u ) +

+ [Ei (Lj) — i?i (L0)]}, (7a)

где L x =  ik F (1 — m) | / " l  - f  ; £ 0=  ^  (1 — ™)\ Ei (E) — интеграл-
экспоненциальная функция от L. Формула (7а) позволяет рассчитать 
звуковое поле вдоль оси волнового пучка с произвольным углом раскры­
тия на любом расстоянии от фокуса. Проанализируем некоторые част­
ные случаи, уже рассмотренные в литературе.

Примем, что волновой пучок параксиален. Тогда, исключая случай 
расположения точки вблизи фокусирующей системы, т. е. допустив, что 
тх / (  1 — /?г)2<С1, получим из (7а)

Р

Р Ф
ег*Г j[ l  — (1 — A) cosz — А [(1 — A) sinz +  А- — (76)

где А =  У2( m / l — rn)2xmy z = krxm/1  — т, m =  r / F .  Дебай [3] вычис­
лил распределение вдоль оси волнового пучка с большим углом раскры­
тия па малых расстояниях от фокуса, полагая R  = F  — г cos а, его ре­
зультат применительно к звуковому пучку может быть представлен 
в форме

Р  =  e i k r  sin z — £ (1 — cos z )  

Р ф
z = kr  (1 — cos am),

Рф =  PoMF (1 — cos am) e~ikF.
Из сопоставления (76) и (7в) следует, что применимость формулы Дебая 
определяется одновременным выполнением двух условий: 1 — Д « 1 ,  
krxm /1  — т »  krxm.

Независимо от величины хт для этого необходимо, чтобы т< ^ :1 . 
Для звуковых фокусирующих систем эти условия по большей части не 
удовлетворяются из-за сравнительно большой протяженности фокальной 
области. •>
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Из (76) можно определить фазу звукового давления на оси сходяще­
гося волнового пучка: ср =  g—i*F(i—m)giae Член e~i/cF̂l ~m  ̂определяет собой 
фазу бегущей плоской волны, прошедшей расстояние F (1 — т) =  F — г. 
Член eiS есть добавочный сдвиг фазы, обусловленный эффектом фокусировки 
(так называемый «скачок фазы» в фокусе)

tgS = ' ----------------
1 — (1 — Л)

В частности, для параксиального волнового пучка (сст  —> 0)

д* __ hr , nrll2 g
2F*(l—m f ' XF2 (1— т) * -

Впервые такой случай рассчитал Райхе [4]. Он получил выражение для 
Ь на произвольном расстоянии от фокуса, которое в наших обозначениях 
можно представить в форме

(1 — A*) sin  г 
1—(1—A) e o s z

Сопоставив (9) с нашей формулой для параксиального пучка (8), можно 
убедиться, что выражение (9) не точно при малых величинах z, посколь­
ку в нем не учтены члены Asinz/z и А(1— cos z)/z, которые имеют тот 
же порядок, что и учитываемые члены Asinz, Acosz.

Формула Райхе, строго говоря, может быть применима лишь при одно­
временном соблюдении двух неравенств: допущенного нами при выводе (76)
mxl( 1 — w)2< l  и вытекающих из сопоставления (8) с (9) -—^11  ̂ -^ ^ * < 1 .
Но эти два неравенства в совокупности удовлетворяются лишь при усло­
вии kF( 1 — т) » »  1 и, следовательно, не могут быть реализованы при 
m—> 1, т. е. вблизи фокусирующей системы.

Звуковое иоле на оси сфокусированного волнового пучка рассматривал 
также Губанов [5]. Полученная им расчетная формула для звукового поля 
на оси нучка относится к параксиальным линзам. Результат расчета мо­
жет быть получен из (76), если принять А =  0.

Из формулы (76) вытекает особенность сходящихся волновых пучков, 
впервые замеченная Виллардом [6] и рассмотренная затемНейлем [7]*.

На малом расстоянии от фокуса (1 — Д ^1) модуль р определяется от­
ношением

Р_
h

V  (sin г)2 +  (1 — сон г)2 
z  (1 — т)

sin  z/2
У

г/2(1 — т)

где \рф | =  kFx, z =  krx/l — т. Формула (7г) указывает на асимметрию 
распределения звукового давления относительно фокуса на малых рас­
стояниях от него, обусловленную множителем 1 — т. По этой же причине 
максимум звукового давления лежит не в фокусе, а несколько ближе 
к фокусирующей системе.

Положение максимума (т =  тф) определяется уравнением:
Z

2(1 — Шф) *

* Ыейль получил довольно громоздкое выражение, неудобное для анализа физи­
ческой сущности эффекта Вилларда. Поэтому представляется полезным вновь рас­
смотреть теорию этого явления.
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13 первом приближении, полагая находим

(10а)

Асимметрия звукового давления и смещение максимума в сторону 
фокусирующей системы объясняется увеличением звукового давления, 
возникающим из-за уменьшения расстояния до фокусирующей системы. 
Она присуща как широкоугольным, так и параксиальным волновым пуч­
кам и тем заметнее, чем меньше расфазировывастся волновой пучок вне 
фокуса. Асимметрия тем больше, чем меньше коэффициент усиления ( Кр) 
и, следовательно, должна сказываться у звуковых фокусирующих систем 
гораздо больше, чем у оптических. Вышеуказанное смещение максимума 
в сторону фокусирующей системы по следует смешивать с известным в оп­
тике смещением максимума, обусловленным наличием волновой аберра­
ции. В данном случае рассматривается вполне сферический (копгруент- 
ный) волновой пучок.

Звуковое поле для точек фокальной области, не лежащих на оси пуч­
ка, мы будем определять на столь малых расстояниях точки Л от фокуса, 
чтобы еще соблюдались соотношения: 1 /У? ^  1/F, co s^ ', Я ) » 1 ,  г <  F, R  
и вытекающее из них приближенное равенство R z z F — г cos^, где 
cos 'f =  cos v cos a +  sin v sin a cos (to — co0), R  — расстояние от точки А до 
площадки интегрирования.

Вычисляя в этих приближениях правую часть (1), мы получим

eikr cosycP (a) e-*+(a)d (S /R 2),

где p — звуковое давление в точке А. Сделав замену S /R 2 =  F  sin adadco0 
и проинтегрировав но <о0 (в результате чего получим под интегралом 
функцию Бесселя пулевого порядка), мы придем к выражению

“max
— =ikFe~ikF \ 0 (a)e~i^ a)ei,l‘rcosl’cosa/o(A,rs in i; sina)-sinada, (12) 
Ро J

о

где р0 — звуковое давление на поверхности фронта волны, am — угол 
раскрытия волнового пучка.

При отсутствии волновой аберрации формула (12) с точностью до фа­
зового множителя совпадает с полученной Розенбергом [1]. Так как им 
было выбрано противоположное направление главной оси системы, то у 
него показатель степени имеет положительный знак; кроме того, не ука­
зан постоянный сдвиг фазы в фокусе на тт/2 .

Существенно, однако, что Розенберг получил формулу типа (12) пред­
положив, что волновой пучок можно разделить на ряд зон Френеля, 
в пределах каждой из которых амплитуда изменяется настолько мало, что 
к ней приближенно применима формула Дебая, выведенная для фокуси­
рующихся волновых пучков с постоянной амплитудой |31. Такой подход 
вынудил Розенберга ограничить применимость полученной формулы 
условием малого изменения амплитуды па расстоянии одной зоны Френе­
ля:

ф <а><  ф <*)■ (13)

Можно показать, что это условие более чем в У  F/Х раз жестче нашего ус­
ловия (5а), в котором мало заметное изменение амплитуды допускается 
на протяженны доли длины волны. Ограничение (13), строго говоря, не 
позволяет вовсе рассчитывать звуковое поле в самом фокусе; для фокуса
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.весь сходящийся волновой пучок представляет собой эквифазную поверх­
ность, которую никак нельзя рассматривать как совокупность несколь­
ких зон Френеля.

Между тем, допущения, принятые нами при выводе формулы(12), поз­
воляют применять ее для расчета звукового поля во всей фокальной обла­
сти, включая сам фокус.

Рассмотрим, наконец, распределение звукового давления и колеба­
тельной скорости в фокальной плоскости. В этом случае v = ъ/2 и фор­
мула (12) может быть представлена в форме

_Р_
Ро

ат

где Р, Q =   ̂ Ф (ос) {cos, sin [ф (а)]} / 0 (kr sin а) sin айа.
о

При условии sin а =  а, которое приблизительно осуществляется при 
sin а <^0,5, мы получим известные в оптике выражения для Р  и Q, при­
меняемые для расчета коэффициента усиления параксиального пучка, 
характеризуемого неравномерным распределением амплитуды и волновой 
.аберрацией:

«тп
Ру Q =»  ̂ Ф (a) cos, sin Гф(а)] ada (15)

о
■и для расчета распределения амплитуды в фокальной плоскости при на­
личии только волновой аберрации

Ру Q =   ̂ cos, sin [ф (а) ] / 0 (Ara) adoc. (16)
о

= m 2[P2 +  Q2i (14)

Отметим, что величины коэффициентов усиления по звуковому давлению

tip =  Рф/Ро и по колебательной скорости K v =  — могут быть выражены 
•одинаково:

К р, K v =  ikPe~ikF (;х) dx,

если для вычисления K v принимать х =  1 — cos а, а для вычисления 
K v — х  =  sin2a/2  при переходе к  максимальному пучку х-></?/2 и К,
•—> Kv > К .

v
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