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Р А С С Е Я Н Н Ы  П Л О С К И Х  В О Л Н  Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О Й  П О Л О С Т Ь Ю
В  И З О Т Р О П Н О Й  У П Р У Г О Й  С Р Е Д Е

В .  В . Т ю ш е н и п

Рассматривается задача о рассеянии плоской продольной волны беско­
нечной цилипдической полостью в изотропной упругой среде при нормаль- 
пом падении волны на полость. Получены выражения для скалярного и 
векторного потепциалов в виде коэффициентов, соответствующих гс-й ци­
линдрической волне. Подробно рассмотрен случай п—0. Показано, что при 
малых значениях модуля сдвига наблюдается резонанс полости.

П р о б л е м а  р а с с е я н и я  у п р у г и х  в о л н  п о л о с т я м и  р а з л и ч н ы х  ф о р м  и н т е р е с ­
н а  в п р и н ц и п и а л ь н о м  о т н о ш е н и и  и  и м е е т  б о л ь ш о е  п р а к т и ч е с к о е  з н а ч е ­
н и е , н а п р и м е р  д л я  д е ф е к т о с к о п и и . З а  п о с л е д н е е  в р е м я  в  л и т е р а т у р е  п о ­
я в и л с я  р я д  р а б о т , п о с в я щ е н н ы х  т е о р и и  э т о г о  в о п р о с а , а  т а к ж е  э к с п е р и м е н ­
т а л ь н о м у  о п р е д е л е н и ю  с в о й с т в  у п р у г о й  с р е д ы  с  п о л о с т я м и  р а з л и ч н ы х  
ф о р м . З а д а ч а  о р а с с е я н и и  у п р у г и х  в о л и  с ф е р и ч е с к о й  п о л о с т ь ю  в  б е з г р а ­
н и ч н о й  с р е д е , н а с к о л ь к о  п а м  и з в е с т н о , в п е р в ы е  б ы л а  р е ш е н а  М . А . И с а ­
к о в и ч е м . П о д р о б н о е  и з л о ж е н и е  э т о г о  в о п р о с а  п р о в е д е н о  С и в у х и н ы м  [11. 
Н е с к о л ь к о  п о зд н е е  п о я в и л а с ь  р а б о т а  [2 ] , в  о с н о в н о м  п о в т о р я ю щ а я  р а ­
б о т у  [11 и  д а ю щ а я  б о л е е  п о д р о б н о е  р е ш е н и е  д л я  н е к о т о р ы х  ч а с т н ы х  с л у ­
ч а е в .

В  р а б о т е  [31 р а з в и т а  т е о р и я  с р е д ы  с  ц и л и н д р и ч е с к и м и  к а н а л а м и , 
а  в  р а б о т е  [41 о п и с а н а  э к с п е р и м е н т а л ь н а я  п р о в е р к а  с в о й с т в  т а к о й  ср ед ы  
д л я  ч а с т н о г о  с л у ч а я  р е зи н о п о д о б н о го  м а т е р и а л а ;  п о с л е д н и й , к а к  и з в е с т ­
н о , х а р а к т е р и з у е т с я  тем , ч т о  е го  м о д у л ь  с д в и г а  [а п р и м е р н о  н а  д в а  п о р я д к а  
м е н ь ш е  о б ъ е м н о го  м о д у л я  с ж а т и я ,  в  э т о м  с л у ч а е  р а в н о г о  с б о л ь ш о й  т о ч ­
н о с ть ю  п е р в о м у  к о э ф ф и ц и е н т у  Л я м э  X.

13 н а с т о я щ е й  р а б о т е  р а с с м а т р и в а е т с я  р а с с е я н и е  п л о с к о й  у п р у г о й  
в о л н ы , п а д а ю щ е й  н а  ц и л и н д р и ч е с к у ю  п о л о с т ь  б е с к о н е ч н о й  д л и н ы  п е р п е н ­
д и к у л я р н о  ее  о с и .

П у с т ь  с р е д а  х а р а к т е р и з у е т с я  п л о т н о с т ь ю  р и  у п р у г и м и  п о с т о я н н ы м и  
Л я м э  X и  [л. В ы б ер ем  ц и л и н д р и ч е с к у ю  с и с т е м у  к о о р д и н а т , о с ь  к о т о р о й  z 
с о в п а д а е т  с  о с ь ю  б е с к о н е ч н о й  ц и л и н д р и ч е с к о й  п о л о с т и  р а д и у с а  а. Б у д е м  
п о л а г а т ь  в н а ч а л е ,  ч т о  в  п о л о с т и  и м е е т с я  в а к у у м . П а д а ю щ у ю  в о л н у  з а д а ­
д и м  в  в и д е  п л о с к о й  м о н о х р о м а т и ч е с к о й  п р о д о л ь н о й  в о л н ы , в о л н о в о й  в е к ­
т о р  к о т о р о й  н а п р а в л е н  в д о л ь  о с п  у , ч т о  с о о т в е т с т в у е т  н о р м а л ь н о м у  п а д е ­
н и ю  в о л н ы  н а  п о л о с т ь  п р и  з н а ч е н и и  п о л я р н о г о  у г л а  0 = 0 .  О ч е в и д н о , 
что  в  э т о м  с л у ч а е  н и  п а д а ю щ е е , н и  р а с с е я н н о е  п о л е  о т  к о о р д и н а т ы  z з а ­
в и с е т ь  н е  б у д у т .

И зв о стн о  [5 ] , ч то  см ещ ен и я  т о ч е к  с р е д ы  и в  это м  с л у ч а е  м о ж н о  п р е д ­
с т а в и т ь  в  в и д е  сум м ы  д в у х  в е л и ч и н :

гг =  grad  <р -f- ro t Г1, (1)

г д е  ф —  с к а л я р н ы й  п о т е н ц и а л , с о о т в е т с т в у ю щ и й  п р о д о л ь н ы м  в о л н а м , 
-а I I  —  векторны й; п о т е н ц и а л , с о о т в е т с т в у ю щ и й  п о п ер еч н ы м  (с д в и г о в ы м )
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в о л н а м , п р и ч ем  в е л и ч и н ы  ср и  И  у д о в л е т в о р я ю т  в о л н о в ы м  у р а в н е н и я м :

Дер +  к\ <р =  0 ,

—  r o t  r o t  П  +  /с? I I  =  0 , (2)
.  о  Р О ) 2гд е  hi =  r - s-------в о л н о в о е  ч и сл о  • д л я  п р о д о л ь н ы х  в о л н  в  ср ед е , а

2 х -г ^
/f2 __ -------во л н о во е  ч и с л о  д л я  п о п е р е ч н ы х  в о л н .

З а д а в а я  п а д а ю щ у ю ^ в о л н у  (ед и н и ч н о й  а м п л и т у д ы )  в  ви д е :

<рп  =

и р а с к л а д ы в а я  ее  п о  ц и л и н д р и ч е с к и м  в о л н а м , п о л у ч и м
со

ср„ =  e~iklrcos 9 =  2  (— 0 " епЛг (&|Г) COS П0, (3)
П=0

г д е  / п (А* г ) —  ф у н к ц и я  Б е с с е л я  п о р я д к а  /г, а  м н о ж и т е л ь  s n и м еет  з н а ­
ч е н и я  е„ =  1 п р и  п =  0 и  еп =  2 п р и  гс >  1 .

П р е д с т а в и м  см ещ ен и е в  р а с с е я н н о й  в о л н е , и с х о д я  и з  (1):

ир =  g ra d  +  r o t  П .

В в и д у  т о го , ч то  за в и с и м о с т ь  в с е х  в е л и ч и и  о т  к о о р д и н а т ы  z о т с у т с т в у е т , 
с о с т а в л я ю щ и е  П г и  П 0 о к а з ы в а ю т с я  р а в н ы м и  н у л ю , и  в е к т о р н ы й  п о тен ­
ц и а л  I I  и м еет  т о л ь к о  о д н у  с о с т а в л я ю щ у ю  П 2.

Т а к  к а к  <рр и  112 д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  с о о т в е т с т в у ю щ и м  во лн о вы м  
у р а в н е н и я м  (2 ) , б у д ем  и с к а т ь  р еш ен и е  д л я  срр и  П 2, а н а л о г и ч н о е  ф ор­
м у л е  (3 ) , т .  е . в  в и д е  сум м ы  р а с х о д я щ и х с я  ц и л и н д р и ч е с к и х  во л н :

со

ъ  =  ) j S n  а„ ( —  i)n Н (р  (к, г) co s  « 0,
П=0

СО
I I г ®п ьп ( —  г)" Н У  (ktr) s in  « 0,

п= 0
гд е  Н {п (А«г) и  (ktr) —  ф у н к ц и и  Г а н к е л я  п ер в о го  р о д а  п о р я д к а  п
(в  д а л ь н е й ш е м  д л я  к р а т к о с т и  б у д ем  о б о з н а ч а т ь  и х  п р о сто  Нп (&*г) 
и  H n ( k l r ) ) i а  к о эф ф и ц и ен т ы  ап и  Ьп —  н е и зв е с т н ы е  в е л и ч и н ы , п о д л е ж а щ и е  
о п р ед ел ен и ю  и з  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й :

гг — 0  и  гО — 0 (5)

п р и  г =  а, гд е  г г  и  гО, с о о т в е т с т в е н н о , н о р м а л ь н о е  и  т а н г е н ц и а л ь н о е  
н а п р я ж е н и я  в  ср ед е .

В ы р а ж а я  (5 ) и з в е с т н ы м  о б р азо м  ч е р е з  в е л и ч и н ы  9 =  фр +  фп и  П 2, 
п о л у ч и м  р еш ен и я  д л я  ап и  Ьп в  в и д е  • .

ап *=
а п

Ьп =
д Ь п

’■
г д е

А „  =
п
d‘

2

г <™n (*,a) 8A?
L da2 2

kan

1

Jn{ki a)

dUn (*,«) Щ
da2 2

d a

11 „  (kta) 

dJn (fcta)

da ]

d*Hn (kta) , A*

/ n a)

] К  ( M  T
d 4 I n (kta)

+  -TT- / / „

dUn (kta)
da

da2 i / „  (A,a) ]  ;

(6)

2
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A(m ~ 7 1 l 2 /n (/c'a) J L« 11 n ~  — зг J +
+  p 2̂ n  (*, <0 8A?

t/a2 Я „ ( М ] [ 4 ^ ( М - ^ ] } .

З д е с ь  д л я  к р а т к о с т и  з а п и с и  в в е д е н ы  о б о з н а ч е н и я  - £ - =  d \г=а
* Х и о =

и-d a  d r

В  э т и х  ф о р м у л а х  п р и  к о н к р е т н ы х  р а с ч е т а х  п р о и зв о д н ы е  о т  ц и л и н ­
д р и ч е с к и х  ф у н к ц и й  н у я ш о  з а м е н я т ь  со о тн о ш ен и ям и :

d" n {Ы)- =  * # B- i  (ka) -  i  Нп (ka),da
d4Jn (ka)

d a *

+  1) ft2 (7)
З д е с ь  k о б о з н а ч а е т  hi и л и  kh с о о т в е т с т в е н н о . Ф о р м у л ы  (7) с п р а в е д л и в ы  
т а к ж е  д л я  ф у н к ц и й  Б е с с е л я  Jn(ka).

В ы ч и с л е н и е  п о л я  р а с с е я н н о й  в о л н ы  в  общ ем  с л у ч а е ,  к а к  в и д н о  и *  
(6), п р е д с т а в л я е т  д о в о л ь н о  с л о ж н у ю  и  гр о м о з д к у ю  з а д а ч у .  П о это м у  
о г р а н и ч и м с я  з д е с ь  р ассм о тр ен и ем  т о л ь к о  в о л и , с о о т в е т с т в у ю щ и х  з н а ч е ­
н и ю  /2 =  0 . П о д с т а в л я я  э т о  зн а ч е н и е  п в  (6) и  у ч и т ы в а я  (7 ) , получил* 
с л е д у ю щ и е  в ы р а ж е н и я  д л я  к о эф ф и ц и ен то в  а 0 и  Ь0:

1
а0 =  ~

1 - И

k , a ( l  Y 0 (k[a) — Y i ( V )  

kta ̂ 1 +  j J J 0 (kta) — J \ ( k l a)
(8)

*o =  0 f
г д е  У 0(А /а) и  Y1{kid) —  ф у н к ц и и  Б е с с е л я  в то р о го  р о д а . С л е д о в а т е л ь н о , 
в  р а с с е я н н о й  ц и л и н д р и ч е с к о й  в о л н е  н у л е в о г о  п о р я д к а , к а к  и  м ож н о  
б ы л о  о ж и д а т ь , с д в и г о в ы е  в о л н ы  о т с у т с т в у ю т , а  а м п л и т у д а  п р о д о л ь н ы х  
в о л н  а0 з а в и с и т  о т  в е л и ч и н  кла и  8.

О со б ы й  и н т е р е с  п р е д с т а в л я е т  с л у ч а й  р ези н о п о д о б н о го  м а т е р и а л а ,

д л я  к о т о р о го  в е л и ч и н а  8 =  ~  м о ж е т  п р и н и м а т ь  з н а ч е н и я  о т  н е с к о л ь ­

к и х  д е с я т к о в  д о  н е с к о л ь к и х  с о те н . Т о г д а  п р и  т е х  з н а ч е н и я х  ktay п ри  
к о т о р ы х  м н и м а я  ч а с т ь  з н а м е н а т е л я  о б р а щ а е т с я  в  н у л ь , в е л и ч и н а  а0 
п р и н и м а е т  м а к с и м а л ь н о е  з н а ч е н и е , р а в н о е  е д и н и ц е , что  с о о т в е т с т в у е т  
и н т е н с и в н о м у  и зл у ч е н и ю  ц и л и н д р и ч е с к и х  в о л н  н у л е в о г о  п о р я д к а . В  этом  
с л у ч а е  и м еет  м есто  р е зо н а н с  п о л о с т и , о б у с л о в л е н н ы й  м а л о с т ь ю  м о д у л я  
с д в и г а  |х по с р а в н е н и ю  с  X и  п о л н о с т ь ю  а н а л о г и ч н ы й  р е з о н а н с у  сф е р и ­
ч е с к о й  п о л о с т и , н а  с у щ е с т в о в а н и е  к о т о р о го  в п ер в ы е  у к а з а л  М . А . И с а ­
к о в и ч .

П р е д с т а в и м  а0 в  в и д е  а 0 =  | а0 | е-Д *-Ф )э гд е

tgcp =
V (.1  +  T )  T 0 ( V ) “ y i ( V )

kia { i + y ) 7o (V )  — J i(k ia )
a  a 0 j =  cos <p.

З д е с ь  | a0 | — а м п л и т у д а  в о л н ы , а  9 —  ф а з а  к о л е б а н и й  с т е н к и  п о л о с т и  
п о  о тн о ш ен и ю  к  ф а з е  п а д а ю щ е й  в о л н ы . О ч ев и д н о , ч т о  | а0 | п р и н и м а е т  
м а к с и м а л ь н о е  з н а ч е н и е , р а в н о е  е д и н и ц е , п р и  з н а ч е н и я х  kta, о п р е д е л я е м ы х  
и з  у р а в н е н и я

Yi(kia) л t 8
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З а в и с и м о с т ь , о п р е д е л я е м а я  у р а в н е н и е м  (9 ) , п р и в е д е н а  н а  ф и г . 1 
(с п л о ш н а я  к р и в а я ) .  О д а  д а е т  з н а ч е н и я  kta, п р и  к о т о р ы х  н а с т у п а е т  р е ­
зо н а н с  д л я  з а д а н н ы х  з н а ч е н и й  п а р а м е т р а  8. И з  ф и г . 1 в и д н о , ч т о  по 
к р а й н е й  м ере в  п р е д е л а х  и зм е н е н и я  kia о т  0 д о  з н а ч е н и й , б л и з к и х  
к  ед и н и ц е , и м е е т с я  д в а  р е зо п а и с а .
П ер в ы й  и з  н и х  (н и ж н я я  в е т в ь  к р и ­
вой) р а с п о л о ж е н  в  о б л а с т и  м а л ы х  
з н а ч е н и й  kta; п р и  у в е л и ч е н и и  8 з н а ­
ч е н и я  (kta)p с т р е м я т с я  к  н у л ю . В т о ­
р о й  р е зо н а н с  (в е р х н я я  в е т в ь  к р и в о й ) 
р а с п о л о ж е н  п р и  з н а ч е н и я х  (& ia)p « l ’.
Н а  ф и г . 1 п р е д с т а в л е н а  т а к ж е  з а ­
в и си м о сть  о т  8 в е л и ч и н ы  (кю)р =
=  ]/8  +  2 (Ж*а)р (п у н к т и р н а я  к р и в а я ) ,  
гд е  (kta)p с о о т в е т с т в у е т  р е зо н а н с н о й  
ч а с т о т е  п о л о с т и . В и д н о , ч то  п е р ­
в ы й  р е зо н а н с  (н и ж н я я  в е т в ь  к р и в о й ), 
о б у с л о в л е н н ы й  м а л о с т ь ю  в е л и ч и н ы  
(а, н а с т у п а е т  п р и  з н а ч е н и я х  0 <

2 , з а в и с я щ и х  о т  в е л и ч и н ы  5,
в  т о  в р ем я  к а к  д л я  с ф е р и ч е с к о й  п о л о с т и  т а к о й  за в и с и м о с т и  н е т , и  н а  
р е з о н а н с е  п р и  лю бом  8 в е л и ч и н а  {kta)v =  2  [1 ] . Д л я  о б ы ч н ы х  р ези н о п о ­
д о б н ы х  м а т е р и а л о в  ( 8 ^ 2 0 0 — 4 0 0 ) ц и л и н д р и ч е с к а я  п о л о с т ь  р е зо н и р у е т  
п р и  kta =  0 ,5 — 0 ,6 .

Н а  ф и г . 2  п р е д с т а в л е н а  з а в и с и м о с т ь  в е л и ч и н ы  | а 0 | о т  kia д л я  
р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и й  8. И з  п р и в е д е н н о й  ф и г у р ы  в и д н о , ч то  к р и в ы е  

. , | а01 и м ею т х а р а к т е р  д в у ­
г о р б ы х  р е з о н а н с н ы х  к р и в ы х , 
т и п и ч н ы х  д л я  к о л е б а н и й  
д в у х  с в я з а н н ы х  с и с те м . 
В за и м н о е  п о л о ж е н и е  « го р ­
бов» , а  т а к ж е  в е л и ч и н а  «про­
в а л а »  м е ж д у  н и м и  з а в и с и т  
о т  з н а ч е н и я  в е л и ч и н ы  8. 
П р и  у м ен ь ш ен и и  э т о й  в е л и ­
чины  «горбы » с б л и ж а ю т с я  
м е ж д у  с о б о й , а  «п р о вал »  
у м е н ь ш а е т с я . П р и  8 =  1 ] ,  22 , 
ч то  с о о т в е т с т в у е т  зн ач ен и ю  
/ г / а ^ 0 , 5 3 ,  «горбы » с л и в а ­
ю т с я  д р у г  с д р у г о м , а  п р и  
д а л ь н е й ш е м  у м ен ь ш ен и и  8 

в е л и ч и н а  м а к с и м у м а  с т а н о в и т с я  м ен ьш е  е д и н и ц ы . Т а к ,  д л я  с л у ч а я  
8 =  1 ,5  (к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а  а =  0 ,3 ) ,  ч т о  п р и б л и з и т е л ь н о  с о о т ­
в е т с т в у е т  м е т а л л у ,  р е зо н а н с  п о л о с т и  в ы р а ж е н  н е р е з к о , а  в е л и ч и н а  
I ао I д о с т и г а е т  з н а ч е н и я  т о л ь к о  0 ,7 .  П р и  б о л ь ш и х  з н а ч е н и я х  kta (к р о м е  
о б л а с т е й , б л и з к и х  к  Y0(kia) =  0 и  J0(kid) =  0 )  в е л и ч и н а  а0 в ы р а ж а е т с я  
т а к :

о,о2  о,оз о,об at

Фиг. 2

0,2 аз 0,4 as !.0кеа

_  « M V )
H0(kta) ■

Э т а  ж е  ф о р м у л а  о п р е д е л я е т  а м п л и т у д у  о т р а ж е н н о й  в о л н ы  в  с л у ч а е  
;а =  0 (ж и д к о с т ь  и л и  г а з ) .

Д о  с и х  п о р  р а с с м а т р и в а л с я  с л у ч а й  п о л о с т и , в н у т р и  к о т о р о й  п е  б ы л о  
к а к о й -л и б о  ср ед ы . Т е п е р ь  р а с с м о т р и м  с л у ч а й ,  к о г д а  в  п о л о с т и  и м е е тся  
с р е д а  с  м о д у л е м  с д в и г а  (а =  0 . Р е ш а я  з а д а ч у  тем  ж е  м е т о д о м  р а з л о ж е ­
н и я  п о л я  п о  ц и л и н д р и ч е с к и м  ф у н к ц и я м  и  и с п о л ь з у я  с о о т в е т с т в у ю щ и е
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г р а н и ч н ы е  у с л о в и я , л е г к о  п о к а з а т ь ,  ч то  в  с л у ч а е  м а л о с т и  р а д и у с а  
п о л о с т и  п о  с р а в н е н и ю  с д л и н о й  з в у к о в о й  в о л н ы  в  с р е д е , з а п о л н я ю щ е й  
п о л о с т ь , в ы р а ж е н и е  д л я  а м п л и т у д ы  р а с с е я н н о й  ц и л и н д р и ч е с к о й  в о л н ы  
з а п и с ы в а е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р азо м :

ао =
1

8

1 -Н
V I 1 +  2 / y o ( V)  —

'О
(10)

V  ( 1 +  т )  у ° — 1  +  7 ) * ( М

З д е с ь  Х0 —  м о д у л ь  о б ъ ем н о го  с ж а т и я  ср ед ы  в н у т р и  п о л о с т и . О т с ю д а  
в и д н о , ч т о  е с л и  в н у т р и  п о л о с т и  н а х о д и т с я  в о з д у х , т о  о н  с у щ е с т в е н н о г о  
д е й с т в и я  н е  о к а з ы в а е т  д а ж е  в  с л у ч а е  р е зи н о п о д о б п о го  м а т е р и а л а

у  ^ 0 , 1 ^ ) .  Е с л и  д л я  в н еш н ей  с р е д ы  м о д у л ь  с д в и г а  р- т а к ж е  р а в е н

н у л ю ,*  а  в  п о л о с т и  н а х о д и т с я  в о з д у х , ч т о  с о о т в е т с т в у е т , н а п р и м е р , 
с л у ч а ю  ц и л и н д р и ч е с к о г о  « п у зы р ь к а »  в  в о д е , т о  в е л и ч и н а  а 0 о п р е д е л я е т с я

ф о р м у л о й  (8) , в  к о т о р о й  в м е с т о  в е л и ч и н ы  -+  н у ж н о  п о д с т а в и т ь -

в е л и ч и н у  S' =  ■£- , и  т а к  к а к  8 'ж 1 0 4, т о  в с е  р а с с у ж д е н и я , п р и в е д е н ­

н ы е  р а н е е  д л я  р е зи н о п о д о б н о го  м а т е р и а л а ,  о с т а ю т с я  в  с и л е . В  это м  
с л у ч а е  у п р у г о с т ь  в о з д у х а  в  п о л о с т и  э к в и в а л е н т н а  с д в и г о в о й  у п р у г о с т и  
с л о я  с р е д ы  в о к р у г  п о л о с т и .

В  з а к л ю ч е н и е  в ы р а ж а ю  б л а г о д а р н о с т ь  1 0 . М . С у х а р е в с к о м у  з а  
о б с у ж д е н и е  п о л у ч е н н ы х  р е з у л ь т а т о в  и  Г . А . С м и р н о в о й  з а  п р о в е д е н и е  
р а с ч е т о в .
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