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РАСПРОСТРАНЕНИЕ СФЕРИЧЕСКИХ ЗВУКОВЫХ ВОЛН 
КОНЕЧНОЙ АМПЛИТУДЫ В ВЯЗКОЙ ТЕПЛОПРОВОДЯЩЕЙ СРЕДЕ

К . Л . З а у г о л ь н ы х
Рассмотрено распространение сферической волны конечной амплиту­

ды в поглощающей среде, излучаемой пульсирующей по гармоническо­
му закону сферой, радиус которой велик по сравнению с длиной волны. 
Задача решена методом Крылова — Боголюбова. Проанализированы 
условия, при которых становятся заметными нелинейные эффекты.

Как известно, при распространении волны конечной амплитуды ее 
форма изменяется. Это явление вызывают две причины, действующие 
в противоположных направлениях; нелинейные эффекты увеличивают 
крутизну профиля волны, в то время как влияние вязкости и теплопро­
водности сглаживает профиль, уменьшая градиенты скорости и температу­
ры. Поэтому степень изменения формы волны конечной амплитуды опре­
деляется соотношением нелинейных и диссипативных эффектов. Для слу­
чая плоских волн конечной амплитуды это соотношение можно характери­
зовать величиной числа Рейнольдса R =  vo^oolb, где Vo — амплитуда 
колебательной скорости частиц, X — длина волны, ро — равновесная 
плотность, b == 4т)/3 +  С, ?), С — коэффициенты сдвиговой и объемной вяз­
кости. Это число представляет собой отношение нелинейного члена к вяз­
кому в уравнении Навье Стокса. J3 случае плоской волны известно 
[1 , 2 ], что нелинейпые эффекты, изменяющие форму волны, становятся 

•существенными, начиная с R —А и выше.
13 настоящей работе рассмотрено распространенно сферической волны 

конечной амплитуды в поглощающей средой проанализированы условия, 
при которых становятся заметными нелинейные эффекты.

Полная система уравнений нашей задачи состоит из уравнения Навье- 
•Стокса

Р +  (v v )v )  =  VP +  V +  (-J +  с) \jdwv, (1)
уравнения непрерывности

%  +  dw (pv) =  0 , (2)
уравнения переноса тепла

рг  ( §  +  ('vv ) s ) = 4  й + ~  i 8fft + с  {dwv)* + *v d wr '
-и приближенного уравнения состояния

* ' = ^ + 4 | > + ( й ) / +

(3)

(4)
где с — скорость звука, р \  р \ s '— отклонение давлепия, плотности и эн­
тропии от их равновесных значений. В случае сферической волны, в силу
одномерности движения, А х  v =  0. Поэтому, воспользовавшись известным
«соотношением V (Vv) =  V х  V х v Av,’имеем:

V (V v) =  Av, (5 )
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что позволит объединить вязкостные члены в уравнении (1). Удобно 
также объединить с вязкостным членом и член (d p /d s)pVs, получаю­
щийся при подстановке (4) в (1), чтобы сразу образовать из коэффици­
ентов вязкости и теплопроводности ту комбинацию, в которой они входят 
в коэффициент поглощения волны. Это можно сделать таким образом. 
В линейном приближении из уравнения (3) следует

dl
у.

РоТоdwVT'.

Используя* термодинамическое соотношение Т  =  ( r opcj /  срр0) р', где р —
коэффициент теплового расширения, ср — удельная теплоемкость при по­
стоянном давлении, и уравнение (2), легко получить формулу

д Т  Т 0Вс*
= ----- (7)си

Дифференцируя (7) по времени и учитывая, что д2Т' j dt2 =  с-У2Г', мы 

получаем, подставляя в (6) Vs =

Vs' =
РоСр 

?о%

Vdwv или используя (5),

Воспользовавшись термодинамическим соотношением 
получим окончательно

что позволяет объединить тепловой член с вязкостным в уравнении 
движения.

Обозначая через v радиальную компоненту скорости, получим урав­
нение (1 ) в форме:

дРа , / 1  3*М
_  +

где
6х =  4-/)/3 +  С +  х (1 / Су 11/Ср), 

/>'. =  <$>' + С/ 2) (дс*/до)8о '\
Перейдем теперь от переменных Эйлера ?• к переменным Лагранжа ж, 

связанным с г соотношением г =  ж-|-£(ж, /). При таком переходе исче­
зает нелинейный инерционный член в уравнении (9) и облегчается зада­
ние граничного условия. Напомним, что уравнение непрерывности в пе­
ременных Лагранжа принимает вид рг2дг /  дх =  р0х2 [3], отсюда получим 
связь р' с !•:

р'/ро =  -  £ .+  61 -  2£ /  ж +  (2? /  х) fc +  3 (5 /  х)2 +  . . .
Используя эту связь и переходя к безразмерным величинам

х +  х ) \  t  =  t / T , с =  с /с 0, 6 =  6/6» ~Р =  Р/Ро,
где X, Г, £0, соответственно, длина волны, период колебания и амплитуда 
смещения, получим из (9):

+ J 2  /  -  (2 /  х2) g - £ „  =  Л'! [1„ (£* +  2 (Л - 1) | /  £(*_+ 1)) -
— (2/ж) (1 / А' +  1) (£ * -«  /  х))*] -  Лг2 [U . +  (2 /  *) fe* -  (2 /  *») ё(), (Ю)

где K  = (Poi< # d * id 9 +  i ,  лг1 =  % (л : + 1 ),

, причем ^ < 1 , Л'2 < 1 .27CP0CJ
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В последнем члене уравнения (10) опущены слагаемые порядка N XN 2* 
В линейном приближении, без учета вязкости, из (10) следует:

(И)X X2

Рассмотрим теперь распространение волны, создаваемой пульсирующей
сферой радиуса х 0*. Для случая гармонических пульсаций граничное 
условие на поверхности сферы можно записать в виде

(• =  cos ((ot — кх0). (12)

Решение уравнения (11), удовлетворяющее граничному условию (12), 
т. е. решение нашей задачи в линейном приближении, может быть запи­
сано следующим образом:

е =  Л  ( ^ г  +  -ж )cos Фо +  Л  (-$*■ -  | )  sin ф0)
2

*. -  «  -  А  = 'r+ fe j.'• <18>
Решение уравнения (10) получим методом Крылова — Боголюбова [41, 

аналогично тому, как это было сделано для случая плоской волны в [5]. 
Будем искать решение в виде

причем амплитуду и фазу будем считать медленно меняющимися:

д А х
дх =  A V W , д±  =  0) +  NJ>' (ф, х),

дЛ2
дх N 2a" (х), k  +  N J f i 9 , х).

Здесь а \  а", Ь\ Ь" — неизвестные величины. Удобнее, однако, вместо 
непосредственного определения этих величин перейти к неизвестным 8(я), 
а, (х), а2(х) таким образом, чтобы выражения для фазы и амплитуд 
принимали вид:

ф — <Ot ох А1 =  Л +  N 2ax (я),

А2 =  А +  N 2a2 (х), 
№ х

А =  А0е 2 к
Подставим (14) с учетом (16) в (10), ограничиваясь линейными по N x 
и N 2 членами. Приравнивая затем нулю по отдельности коэффициенты 
при N x и N 2, в  силу независимости этих параметров, получим уравнения 
для аи  а2, 3. Из равенства нулю выражения при параметре N 2 имеем:

[ -
2 кЧ\ 

х*
дах 2 . д2ах

■ ~дх х3 +  дх2 ха
к2х  <Л 2к2хо

~ а‘ — з
. /&4 Л4*0\1 . , Г 2Аг За, /  2/с

даa /  2/c‘2a:o__ a?ft2\
da; \  a?2 a: у

2/c3r0\
x 1

2k
-  a2 - a +

da2 2kx0 d2a2 
' ~dx x2 ■ dx2

kx,
X‘

к \  . ( №xо . №\Л . . A
ч ) ~ А {—  +  ^ ; ] 8т Фо =  °-

* В дальнейшем указатели «—» над безразмерными величинами будут опущены.
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Это уравнение удовлетворяется при условиях:

_ A qIc2 1 (Аж0)2 /  л *0\  а: ~ ^ - х - х 0
0,1 ~  ' 2 1 +  (Аж,о)'2 \  х )  1 +  А:*а:*0 *

iV2*8

$»>

Выражение при N x имеет довольно сложный вид; для упрощения примем, 
что радиус сферы велик по сравнению с длиной волны, т. е. fcc0^ > l .
При этом условии получаем приближенно:

у  $ х х  cos 2 ф 0 +  2 k $ x  sin 2 ф о  +  Р  cos 2 ф 0 —  g  sin 2<р0 =  0 .  ( 1 8 )

При выводе (18) отброшены получающиеся в правой части (10) члены, 
не зависящие от ф0; действительно, их можно рассматривать как по­
стоянную во времени вынуждающую силу, которая может привести лишь 
к неинтересующему нас постоянному смещению среды. Принимая для 
оценки p/я, р/#2, получим, что при условии кх0 1 и кх/$ 1 ,
первым и третьим членами в (18) можно пренебречь. Тогда

<1 9 >

Таким образом, выражение (14), где Аъ А2 и р определяется из (16),
(17), (19), дает решение поставленной задачи. Дифференцируя (14) по 
времени и переходя к размерной форме, получим, в рассматриваемом 
приближении, выражение для колебательной скорости в волне в следу­
ющем виде:

.  ( к 2х 0 1г; =  -  A & I—  +  уг sin / <о£ — <OX

со 4-
К  4- 1

V In
х
Хо

А2оу  ̂cos ( <ot <ox
K + 1 . x

c° +  ~ r ~  v ln
где Ai и A2 определяются выражениями (16) и (17), в которых следует
перейти к  размерной форме. Наличие зависящей от величины г; поправки 
к скорости распространения, означает, что разные точки профиля волны 
бегут с разными скоростями, а это приводит к изменению формы 
волны, или, другими словами, к образованию гармопик. 13 самом деле, 
разлагая (20) в ряд по малой добавке к фазе, найдем

v=  — —  e-r(*-*.) sin фо +vt
&2072У2 К  4- 1 X

+  W  е~'/(х~х,) cos Фо+ e~2Y<x_3:°)- ^ JL —г -  1пт /т 2Ф» • <21)
Здесь «у =  Ьг<й2 /  2р0с®. Из этой формулы видно, что вторая гармоника 
растет пропорционально 1 п х /х 0 вблизи х0 (ср. [6], [7, § 96]), затем 
достигает максимума, после чего убывает.

Когда х0 велико, вблизи х0 волну можно считать плоской. Действи­
тельно, положив х =  х0 Ь и пренебрегая вязкостью, получим из (2 1 ) 
известный для плоской волны результат:

v =  v0 sin фо +  (k2v%Ico) K 4+ 1  Ь sin 2ф0> (22)

т. е. вторая гармоника растет липеино с пройденным волной расстоянием. 
Укажем здесь попутно, что в невязкой среде третья гармоника в сфери­
ческой волне растет пропорционально квадрату [ п х /х 0 (в вязкой среде

6*
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этот результат сира вед лив вблизи излучателя):
. (  1 VQ К +  1 , Л X \2 (23)

где г;0, — амплитуды первой и третьей гармоник, соответственно.
Границы применимости решения (20) определяются из условия сходимости 
ряда (15) N ib jio < ^i7 что дает:

(24)
I 1

е—г(х-*о) (у0 /  с0) /ся0 —^— In X /  я0.

Физически это условие означает, что рассматриваются малые изменения 
формы волны. Действительно, можно показать, что величина производной 
d v /d t , характеризующей крутизну профиля волны, растет с возраста­
нием левой части неравенства и обращается в бесконечность, когда левая 
часть становится равной единице. При этом волна принимает пилообраз­
ную форму и полученное решение становится неприменимым. Можно, од­
нако, получить закон изменения амплитуды такой пилообразной сфери­
ческой волны методом, аналогичным примененному в [7, § 95] для плоского 
случая*. Расчет дает

2,1 (25)v — ViXi
1 +  (« + ! )  х^г1п

X
*1

Здесь г>ь  v — амплитуды волны, соответственно, в точках хг, х. Вновь 
вводя 8 =- х  — х0> получим из (24) критерий применимости решения для 
плоской волны:

er^{v0/eo)kb(K +  ^ < i .  (26)

В точке, где зависящий от 8 множитель в левой части неравенства ма-
ксимален, это отношение принимает вид: R  ■ ^  — <  1 , т. е. получаем
известный для плоских волн результат [2 ]: изменения формы волны 
невелики при R  •< 1 и становятся существенными при Л — 1 ; в этом 
случае волна стремится принять пилообразную форму.

Приношу глубокую благодарность Н. Н. Андрееву за внимание и 
помощь в работе, а также участникам его семинара, в особенности
З.^А. Гольдбергу, за обсуждение результатов.
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