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РАСЧЕТ ДИФРАКЦИИ СХОДЯЩЕЙСЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ
ВОЛНЫ НА СФЕРЕ

И . Я .  К а н е в с к и й

Р а с с м а т р и в а е т с я  д и ф р а к ц и я  б е с к о н е ч н о й  с х о д я щ е й с я  ц и л и н д р и 
ч е с к о й  в о л н ы  н а  с ф е р е ,  ц е н т р  к о т о р о й  р а с п о л о ж е н  н а  о с и  в о л н ы .  П о л у 

ч е н о  в ы р а ж е н и е  д л я  п о т е н ц и а л а  р е з у л ь т и р у ю щ е г о  п о л я ,  а  т а к ж е  а с и м п т о 
т и ч е с к и е  в ы р а ж е н и я  д л я  и н т е н с и в н о с т и  р а с с е я п п о й  в о л н ы  и  э ф ф е к т и в 
н о г о  с е ч е н и я  р а с с е я п и я .  П р о в е д е н о  с р а в н е н и е  с о  с л у ч а е м  р а с с е я н и я  п л о 
с к о й  в о л п ы  н а  с ф е р е ,  д л и н а  о к р у ж н о с т и  к о т о р о й  м а л а  п о  с р а в н е н и ю  с  д л и 
н о й  в о л н ы .

Рассмотрим сферическое препятствие, центр которого расположен на 
оси бесконечной сходящейся цилиндрической волны (см. фиг. 1). Вычис
лим поле рассеянной волпы. Как показано в работе (1], потенциал схо
дящейся цилиндрической волны вблизи оси фронта волны имеет вид:

/  Т ~  —* (*/—?+«*) Рфп =  ] / 2 7̂ ? *me 4 J ei*rcos,a-«jda> (1)
) ~ a m

где v m  — амплитуда скорости на расстоянии /  от оси, ат — угол рас
крытия цилиндрического фронта, а0  — азимутальная координата точки 
наблюдения, г  — расстояние от оси до точки наблюдения, k  =  2 z / \  — 
волновое число, X — длина волпы в среде, со — круговая частота.

От сферы отразится волна, которую можно представить в общем 
случае в виде бесконечного ряда расходящихся сферических волн:

ф 0  =  e ~ l a t  £ С п ( / с Я )  £ (A n q  cos q t ?  +  B n q  sin q o )  P qn  (cos 0). (2)
= 0  <7=0

В этом выражении Cn { к В )  =  V */2k B H n + x/2 { к В ) ,  где Н п + х/ г  { к В )  —

функция Ханкеля полуцелого порядка, первого рода, Р%{cos0) — при
соединенные функции Лежандра n - o i i  степени, q - r o  порядка. При q  =  О 
получим полином Лежандра п -й степени. Через R ,  0 и 9  обозначены 
сферические координаты точки наблюдения (фиг. 1). Если сферическое 
препятствие абсолютно жесткое, то на его поверхности нормальная 
составляющая полной скорости обращается в нуль:

2 * + ! * о \  =  о
a n  т  3 R  ) ц = а

Из граничного условия (3) легко определить неизвестные коэффициенты 
A n q  и B n q . Однако сперва необходимо разложить потенциал падающей 
волны по сферическим функциям.

Подынтегральное выражение в (1) представляет плоскую волну. 
Если углы 0о и 9 0  определяют направление нормали к волновому фрон
ту, то плоскую волну единичной амплитуды в общем случае можно 
представить в виде

со
giftKcosr =  2  i n  ( 2 п  +  1) ф„ ( к П )  Р п  (cos 7 ),

П=0
(4)
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где 7  — угол между векторами к и R, cos  ̂=  sin 0  sin 6 0  cos (<р — <р0) -f-
+  cos 0 - cos 0О, фп  (k R ) =  Y ( k R )  — сферическая функция Бессе
ля, а Уп_н/г ( k R ) — функция Бесселя полуцелого порядка. Применив к 
правой части выражения (4) теорему сложений полиномов Лежандра 
[2 ], получим

оэ со
eu-RcosY =  2  i" ( 2 п  +  1) ф„ { k R )  2  в4 P i  (сое 0) P qn  (eos0o)cos9(<p- ?0),

n = 0  q = 0

(5)
где sq =  1 при q  =  0  и eQ =  2  при q=j= 0.

В нашем случае бесконечного цилиндрического фронта вектор к 
лежит в горизонтальной плоскости, поэтому 0 О =  к / 2 ; из сравнения с 
обозначениями в работе [1] видно, что ср0  =  а- Подставляя эти значе
ния 0о и ср0 в (5), получаем

=  ^  г" (2 и +  1 ) ф„ ( k R )  ^  s4  i J J - j  P I  (0 ) P i  (cos 0 ) cos 9  (a -  9 ).
71=0 r/—0

(6)
Подставив (6 ) в выражение (1 ) и выполнив интегрирование, получим 

разложение сходящейся цилиндрической волны в ряд по сферическим 
функциям:

Ф п  =  у Г %  1 1  2  *п  ( 2 »  +  1 )  фп (/с -й ) X
гг=о

X 2  ea « (°) йп (cos О) cos <ир. (7)
<7=0 Ш

Используя (2), (7) и граничное условие (3), мы найдем неизвестные 
коэффициенты A n q  и R m , после чего потенциал отраженной волны 
можно представить в виде

Ф( W Sn f  „г?.m
7Т

тс I  Ь Ш & Щ  1
п=о Сп(*“)

X i l  % п  (0) П  (COS 0 ) . cos q ? . (8)
< 7 = 0

Здесь и в дальнейшем штрих означает производную по аргументу к а  

(или к г ) .

Потенциал результирующего поля

ф  =  ф „  +  Ф0 =  У e- ^ / - T + “0  ^  in(2n  - И )  х
!!=0

X Ф П  ( k R )  —
Фц(И
С« ( к а )

' Q n ( k R )

а=о

(9)

Модуль потенциала результирующего поля представим в следующем
Э*
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виде, удобном для вычислений:

Ф = 1 /~тс/ ^ат
~ У  2k ’Vm' г. Х

Х  { [ S  ( 2 П  +  1 ) ( C « C 0 S B  1  +  А>„ COS (Т1 +  1 )  у )  • Sg (("  +  ^
П= 0 <2=0

X

• со

х  Sm(}q*m Рп{0) PS(cose)cosW] V  [ 2  (2n +  l)(C *sinn |- +  Dnsin(n+ 1 )у )х
m П=0

п
X 2 е 

<г-о

п — 9)! sm<?am
« (и +  </)! </аго JDn(O)/'n(cos0)cosgcp | /г. (10)

Здесь

v„ (Аа) =  - 7

Сп =  (Аа)-фп (kr) — v„ (Аа) v-„ (Ат),
Д г =  vn(Aa) • ф„ (Ат-) — -фг (ка)-у.п (кг),

Фп (/са) • *п (*“) -C+i/, (fea) • K +v. </са)
[Ф„ (*a)]2 +  К  (/са)]2 \-Jn+4t (*а)]2 +  I^n+v,

i]n (Aa) =  — 7
I4V (*«)]2

[Лц-%
№n (*«)]* +  К  ( Ь ) Р  l J n +дд (*<*)]*+ [/Vn+1/2 (Aa)P 

(Л» (Aa) =  1 — rin (ka).

(1 1 )

Исследуем теперь рассеянную волну. Для дальнейшего рассмотрения 
удобно использовать следующее соотношение [3]:

Фп(*а) ■ * i/wo— (я + 1) Фя+1 (Ал) -  Лф^! (to) /-i04 ---- =  sm S ^ ^ ^ -S n ) , где tgS„ =  — ------, 7  , , n-y----- тт^г . (1*)
(Aa) nx™-i ^Ла) — "Г 4  xn + i W

Тогда выражение для потенциала отраженной волны можно написать 
в виде

Ф0 =  | / g e-*W+"/%m^  | ]  i”+ 42n  +  l)sm 8 ne -‘4n(AT) X
п=о

х  2  + +  -Р« (°) р п (cos 0) cos 9<р.
я=о m

Для больших расстояний от препятствия воспользуемся асимптотиче
ским представлением функции Сп (кг):

С 71 (Аг)
ДАТ—(n-fi)it/2]

Аг

nf 2a С От
2 к пкг V.га 2  (272+1)- sin Ьпе

[/.(г—/)—-—  5П—(юг]
X

п= 0

X V I (И -- «7)! ?+7t TiQ /Тчч T-)Q / л\
2  - ^ Г  Рп (0) ■Рп (cos 0) 008 ?ч>-

тогда
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При этом интенсивность рассеяния легко вычислить по формуле

г (Re/))2 Pcvm t 2 XI VI Г/О , Л\ • х
7  =  2рс~ =  2  2  [(2”i +  *)sin 8n- 2  e«'

n , = 0  n j = 0

(“i — gl)l
X

?i=0

X
sin ?ictm
<7iam

i>S(0)P£(cose).co8?1.?][(2nt+l).sm8n, x
92=0

X
sin q̂ V.

Я2 a m
m (0) • Pl\ (cos 9) ■ cos^pj cos (8ni — 8n,>, (13)

где p — амплитуда давления в отраженной волне

Рассмотрим предельный случай, когда длина окружности сфериче
ского препятствия значительно меньше длины волны: ka< ^  1. Тогда в 
выражении (13) можно ограничиться двумя членами — нулевым и пер
вым. При A-assgl справедливы следующие приближенные выражения 
для 8П (см. [3]):

8
° ~  0 , п (ка)гп̂ ~1

* (*а)3. Ьп~  12-32-52. . . (2л — 1) (2л -|- 1) (л -|- 1) 4
Ч - — —  ’

Учитывая, что Р 0 (0) =  1, P 0 (cos9) =  1, Pi(0) =  0, P j(0) — 1, P)(cos0) — 
=  sinO, и оставляя в разложениях синуса и косинуса только первые 
члены, из формулы (13) находим

3  « т п- sin 9 cos 9
‘m Г-

В данное выражение удобно ввести угол ф с вершиной в начало коор
динат, отсчитываемый от положительного направления оси z в произ
вольной плоскости (фиг. 1). Так как соБф =  —sin0«coscp, то выражение
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для рассеянной интенсивности приобретает вид:

(15)

Это выражение подобно впервые полученной Рэлеем [4] формуле для ин
тенсивности рассеянной волны при падении на сферу плоской волны:

При сравнении (15) и (16) видно, что в выражении (15) появляется за
висимость от угла раскрытия цилиндрического фронта ат , учитывающего

конечные размеры фронта в горизонтальной плоскости yz. Кроме того, 
обращает на себя внимание более сильная зависимость от частоты интен
сивности рассеяния цилиндрической волны по сравнению со случаем рас
сеяния плоской волны. Аналогичная закономерность наблюдается при 
сравнении дифракции цилиндрической и плоской волн на бесконечном 
цилиндре [5]: при дифракции цилиндрической волны зависимость интен
сивности рассеяния от частоты более сильная, чем при дифракции плоской 
волны.

На фиг. 2 представлены полярные диаграммы интенсивности волны, 
рассеянной сферой при падении на нее сходящейся цилиндрической волны, 
при ka < S l. Для сравнения штриховой линией показана диаграмма рассе
янной интенсивности при дифракции на сфере плоской волны, с интенсив
ностью, равной интенсивности цилиндрической волны на расстоянии / от 
оси фронта. Предполагается, что во всех случаях рассеянная интенсив
ность определяется на одном и том же расстоянии г от оси фронта, а падаю
щие волны дифрагируют на одинаковых сферах радиуса а. Для количест
венного сравнения необходимо значение полярного радиуса, полученное

(16)

Ф и г . 2
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7Г 2тт

W  =  ^  I  (0,9) г2 sin 0 dQ cfy.
о о

Подставляя в это выражение значение 
/  (0, (?) из (13), учитывая ортогональность 
тригонометрических1 функций, а также со
отношения

из диаграммы при дифракции цилиндрической волны, умножить на вели-’ 
чину kf/л. Для плоской волны и цилиндрической волны с углом раскры
тия фронта в 30° лепестки в направлении ф =  180° показаны на диаграм* 
ме увеличенными в 10 раз. Интересно от
метить тот факт, что при ka<^ 1 простран- ; 
ственные диаграммы рассеяния представ
ляют собой тела вращения данных диа
грамм вокруг оси z (около направления 
ф =  0). Если ка не мало, то для случая 
дифракции цилиндрической волны эта за
кономерность не соблюдается.

Вычислим полную мощность W,  рас
сеянную сферой:

')

! /
f —

r ------

—... /
Т 7 Г
V /

i t/X '
/ // // /

у /

s *  \____ 1/ /
S ' '

20 40 во

Ф и г . 3

80<Х°т

Я
Ц Рп (cos 0) Pm (cos 0) sin 0 С#) =
О

получим 

W  =

0 при n=j=m
2 (п — д)\ при п =  яг3 

2п +  Г " (гг +  (7)!

Р 4/а 
2 #

2  со
771 I  (2п + !)*,• К s A ( ~ ) = Ш -

п—0 «2=0 ' '
При ка 1 ограничиваемся нулевым и первым членами ряда и исполь
зуем (14); тогда

W Р CVm 4/Л Бл6 г 2 \л  , 3  8 in * a m 1 (17)

Теперь определим эффективное сечение рассеяния сферы. Для этого 
необходимо вычислить величину

do = dW
пад

рас (0 , 9 ) г2 s in  0 dft йф

пад (9 .9) r = a

где /рас(б» 9) Дается выражением (13), а / пад (9> ф)г=а есть значение 
интенсивности падающей волны у поверхности сферы. Так как послед
нюю величину трудно вычислить, то вместо эффективного сечения рас
сеяния а найдем условное эффективное сечения о', в котором интен
сивность падающей волны определяется выражением:

/н а д  —
?cvm /

а
Тогда

^ = T i ( 2 w + i ) - sin2s« s ^ t r f

п
а =

пад
71= 0 q=0

и, при малых значениях ка,

' =  4& 6а7 а2У т i +
sin a 21m

am

s i n  qam
qam [Pi (о)]*

(18)
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Зависимость от у.'ла раскрытия цилиндрического фронта в (17) и 
(18) дается функцией

/  ( а т ) =  а 2
т

т

т
которая представлена графически на фиг. 3 сплошной линией. Штри
ховой линией показана парабола

/  (am) ~  0,00042 (а™)2,
аппроксимирующая функцию / ( am) с относительной погрешностью, не 
превышающей 15%. Таким образом, при дифракции сходящейся ци
линдрической волны на сфере можно приближенно считать, что при 
/са< $ 1  интенсивность рассеянной волны пропорциональна к в а д р а т у  
угла раскрытия цилиндрического фронта ат. В случае дифракции схо
дящегося цилиндрического фронта на цилиндре получается иной ре
зультат: интенсивность рассеяния пропорциональна п е р в о й  с т е п е 
ни угла раскрытия цилиндрического фронта (см [5]).

Вычислим периодическую силу, действующую на сферу в направле
нии оси z :

7С 2п
=  ^  Ра2 s in 2 0 cos <р с№ dy =

о о

f k 2- ^ - e - lW+3n/t) | * ' " ( 2п +  1)

П
х 2

[ n  —  q ) \  sin a m

n- 0
ТС

фп(/т)

[2К

<7=0
Q ( п  +  д)! д а т

И ЛИ

Р п (0) Р п  (cos 0) s ill2 0 d o  ^ cos qcp co s 9  cftp, 
0 si

F2̂ Pmy%8b * s in a m^ ( f t a )  - ^ C „  (to) J  • e-*<*H**> .
Cn(te)

Введем в это выражение обозначения (12):

=  Pm Y  Й  8/cfl2 sin («А -  ^>i) e-w -H w o;

отсюда

I I -  Pm 8/ca2 s in  a m V C l  +  D \.
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