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РАССЕЯНИЕ ЗВУКА НА НЕОДНОРОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
СИНУСОИДАЛЬНОЙ ФОРМЫ, ХАРАКТЕРИЗУЮЩЕЙСЯ 

НОРМАЛЬНОЙ АКУСТИЧЕСКОЙ ПРОВОДИМОСТЬЮ

I I .  А . У р у с о в с к и й

Дано приближенное решение задачи о рассеянии звука пологой 
синусоидальной поверхностью, характеризующейся нормальной аку
стической проводимостью. Область применимости полученного реше
ния не зависит от структуры падающего поля заданной частоты. Напри
мер, в частном случае падающей плоской волны полученное решение 
годится для любых углов падения.

Как известно, область применимости основных методов, используе
мых в настоящее время при решении задач о рассеянии на неровных по
верхностях — методов Рэлея И) и Кирхгофа [2] — существенно зависит 
от вида падающего поля. Так, например, при падении плоской волны 
в случае, если направление одного из спектров рассеянного ноля близко 
к скользящему вдоль поверхности, оба метода дают заведомо неверные 
результаты (за исключением решения Рэлея для случая абсолютно по
датливой поверхности).

Таким образом, естественно возникает задача о распространении при
ближенных методов на те случаи, когда методы Рэлея и Кирхгофа оказы
ваются неприменимыми. В связи с этим, в настоящей работе дано, в пред
положении достаточной пологости неровностей, приближенное решение, 
пригодное для любого падающего поля заданной частоты. Рассмотрена 
плоская задача при неровностях синусоидальной формы. Свойства по
верхности характеризуются конечной проводимостью, изменяющейся 
вдоль поверхности по синусоидальному закону. В частности, получается 
решение и для абсолютно жесткой поверхности.

Метод решения заключается в том, что точное интегральное уравне
ние, описывающее поле на поверхности, решается приближенным спосо
бом; поле над поверхностью выражается по формуле Грина через найден
ные таким путем значения поля на поверхности *.

Исходным уравнением явится интегральное уравнение для звукового 
давления на рассеивающей поверхности z =  С(ж), получаемое из форму
лы Грина при стремлении точки наблюдения к этой поверхности.

Так как по условию задачи рассеивающая поверхность характеризу
ется акустической проводимостью, то формула Грина в рассматриваемом 
случае имеет вид:

со

р (X, Z) =  Pi(X, Z)  +  l -  \  р[х,  с (.Г)] [i ~  Я <■> ( Щ  +
— С О

-bfoj (я) —

Заметим, что применяемое здесь приближение было использовано ранее в ра
ботах [3, 4). Однако метод, примененный в этих работах, позволял решать задачу 
только для абсолютно податливой поверхности. В [4) утверждалось даже, что для 
не абсолютно податливой поверхности задача в данном приближении не может быть* 
решена.
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Здесь р(Х,  Z) и p i ( X t Z) — соответственно полное звуковое давление 
и давление в падающей волне в точке (X, Z) ,  R  — расстояние между
точками (X у Z) и (х, z), / / ^  — функция Ханкеля, п2 — проекция на

ось z единичной нормали к рассе
ивающей поверхности (направление 
нормали указано на фигуре), 7j (х) — 
нормальная акустическая проводи
мость, отнесенная к 1 /рс среды; вы
ражение в квадратных скобках в (1 ) 

вычислено для 2 — С (я). Проведя дифференцирование но нормали и осуще
ствляя указанный предельный переход, получаем

р [ Х Л ( Х ) ]  =  2РЛ Х Л ( Х ) \  +

со

$ V [а. с (*)] f f  1C (.X ) -  С (*) — (X  — х) С' (ж)] • я ' 0 (кг) +
—оо

где г =  V J X  -  x f  +  К(Х).~С (х)\2
Это интегральное уравнение будем решать для случая достаточно 

пологой поверхности, когда в (2) можно приближенно положить г « | т | ,  
где z = X  — х. Очевидно, для этого необходимо выполнение следующих 
двух условий:

Н\1>(кг) | Т| 

Л<1> (* I -с I) '•

(кг)
Н М  {к | т | ) '

Можно показать, что эти условия будут наверное выполнены, если при
нять следующие неравенства:

max [С' (*)]2 < 1 , к [С (х х) — С (х)]2 <  1 /± | х

Первое из условий (3) накладывает ограничение на крутизну неровно
стей рассеивающей поверхности, второе — заключается в требовании, 
чтобы все точки этой поверхности находились в малой области централь
ной зоны Френеля по отношению к любой фиксированной точке на этой 
поверхности.

Примем теперь, что рассеивающая поверхность имеет синусоидальную 
форму с (х) =  a cos qx. В этом случае условия (3) можно заменить следу
ющими более грубыми неравенствами:

a2q2 <  I , crqk <  0.94 ^  1.

Эти неравенства, также как и условия (3), не накладывают никаких 
ограничений на структуру падающего ноля и требуют лишь достаточной 
пологости рассеивающей поверхности. В частности, для плоской падаю
щей волны не накладывается никаких ограничений в отношении направ
лении рассеянных спектров.

В рамках сделанных предположений составим теперь уравнение для 
Фурье-преобразования функции р(х,  С) и найдем его решение. Обрат
ное преобразование этого решения определит искомую функцию р(х,  С).
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В принятом приближении выражение для Фурье-преобразования 
формулы (2) принимает вид:

с о

F  (и) =  2П (и) +  ~   ̂ р[х,  С (ж)] eiux dx X
— со

х  \  {  ~ °  | *  | Т ' }  1 [С ( *  +  т )  -  С ( * )  -  тС '  ( * )  I  +  По ’ (А  М  )  т, Ц  Л ,  ( 4 )
— СО

где
со со

Р(и-)=  ̂ p[x,Z(x)]eiuxdx, П(и) =   ̂pi [х, С (a:)] eiuxdx. (5)
— СО — СО

В (4) функция nz (x) заменена на единицу, ибо отличие пг от единицы 
составляет величину того же порядка малости, что и члены, нс учиты
ваемые в (4).

Решение уравнения (4) проведем для случая С {х) =  a cos qx, т}(ж) =
=  Yio +  ^ qx +  T)_ie“ UA, где т]0, тц 7|_, — произвольные комплексные 
числа. Проведя в (4) интегрирование по т, получим

F  (и) =  2ГТ (и) j  ( l  -  +  а (0’ (и) F  (и +  q) +  р(0) (и) F (и -  ?), (6)

где
„ ( 0) / н х _  Л  (и) +  fey), /  V  к 2 —  цД а (о)  _  Л  (—  и)  -|- b ) _ i  /  У  к -  -  цД 

'  1 —/су)0 / — и2 ’ 1 1 '  i  — куо / V  № — и* г

А (и) =  ~  [qu / V &  — гг2 -}- К  А2 -  (в +  q f  — V  & — и2 ].

Здесь Re j/7c2 * * — и2 >  0, 1тЩ сг — «-2> 0 .
Как нетрудно видеть из (4), при больших | и | имеет место следующее 

асимптотическое представление для F  (гг):

F (и) — 2П (и) *

Решение уравнения (6), удовлетворяющее условию (7), ищем в виде

2  Тт («)
111= — СО

2 П  (и  - f  m q )

1 — Ь)0 / Л* — (u +  mq)2 ’

где T,„(w) — функции, не зависящие от вида падающего поля. Подстав
ляя (8 ) в (6) и приравнивая пулю коэффициенты при П(ц -f- m(j)i для 
каждого т получаем следующую бесконечную систему коночноразност
ных уравнений второго порядка для функций чт(и):

Тт  (м) =  8,(?  +  а(0) («) Тт _х (и +  9) +  Р(0) (и) Тт+1 (« -  Я) (9)

где Ь(т =  0 при т.=/= 0 , 8q0) =  1 .
Л (и) имеет асимптотическое представление вида А (и) — aq2k2 /  J 4и3 [. 

Поэтому а<°>(и)и р<°> (гг) стремятся к  пулю с возрастанием J гг | . Следова

* Можно также получить (7) и при формальном написании поля на поверхности
по Кирхгофу. Следовательно, для мелкоструктурной части поля вычисление поля
па поверхности по Кирхгофу дает достаточно точные значения независимо от того,
выполнены условия применимости принципа Кирхгофа к данному случаю или нет.

7 Акустический журнал, т. V, в, 3
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тельно, для всех чт {и), ограниченных, при | « | —»оо, из (9) вытекает 
асимптотическое представление вида

(10)
Но из (8) следует, что условие (10) является необходимым и достаточ
ным для выполнения (7). Таким образом, задача сводится к отысканию 
решения системы (9), имеющего асимптотическое представление (10).

Написав (9) для значений аргумента u , u  +  q и исключив величины 
Т(и +  ?)» мьг придем к уравнению, выражающему 7  (гг) через Т (к +  2<7). 
Повторив последовательно п раз указанную процедуру, получим

Тга (в) =  с  (») -I- “<Я> (») тт _2« (и +  2" д) +  f)<n) (в) тт+г„ (« -  2"?), (И )
а(п+1) (и) =  а(п) (и) «(п) (а +  2" д) /  /-<п> (а),

£<п+1) (гг) =  р(я)(в)р<п)( в - 2п? ) /г (п)(в), (1 2 )

С 1' (») = [«*?(*») + «°° (») €-2" (» + 2" я) +
+  ,3<П) (и) С * "  (“ -  2” 9)1 /  ̂  (“)• (!3)

г(п) (в) =  1 -  а(п) (гг) ,8<п) (в -|- 2П<?) -  а(п) (и -  2" д) ^(п) (гг).

Можно показать, что для любого и a (,i) (гг) и р(,1) (гг) стремятся к нулю 
при стремлении п к бесконечности. Следовательно,

Тт (в) ^  lim s£> (в). (14)
п  ->оэ

Найдем теперь явные выражения ут через функции сс(п), (3(п>.
Для т =  0 получаем из (13), учитывая, что «£?(«) -  0 при |яг О  2П :

ttSfi 1 ° 10юда

^ ( “) =  П г« г й -  <1S>k=\)
Для т =  1 из (13) имеем

С Х) (“) =  С  (») +  а<я> (в) С »  (м *• 2" 9)\ / г(п) (в), П > 0: (16)

С "  (“  +  2” я) =  ?(П_1) (“  +  2" ?) С " - .  (« +  2”-  9) /  '-(П_1) (» +  2"?). В >  1.

Из последнего равенства следует

8<») (и _ц ?п,л _  ГГ + 2Ч)
1-* п ( ' 1 } ~  Д  +  2 4 )

о  /,«п Э(А-1)(« +2kq)Но, согласно (12), ; + ^ Р(А'>(к +  2 й?) •. Отсюда

8 {% п  (и  +  2 пд )  =  р<” > (и

р(/‘-»(и + 2Л '<?)
2”д)/$Ю {и +  д), п >  0.

Подставляя последнее соотношение в (16), получаем

a(”+,)(u) =  (Si”1 (гг) +  а<"> (гг) р<»> (гг +  2«9)/р»)(в +  ?)]/г<">(в), п >  0.
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Эта формула позволяет выразить функцию Ь[п) через Ь[п затем 8(,п 1) 
через 8{п— и так далее. Поступая таким образом, получим

§<"+■>(«)= 2 a(*)(B).p(*^- +  2*g) П 1

/г=0 Р(0,(“ +  <?) f i ,  г<‘>(«)
(17)

А— 1

Замечая, что a(ft> (и) =  а<Ч(к) I [ -— 2—- (это
'  1 1  Г{1\и)I —О

соотношение является 

—1
следствием формулы (12); здесь и далее положено JJ  =  lV  запишем (17)

о
в виде

71 *-1

Устремляя п к бесконечности и учитывая (14) и (15), получаем оконча
тельно

(0) ^  "̂” 1
Ti (») =  То (и) 2  Р>  (и +  2*9) П  «“> (и +  2'?). (18)

•J /с=о *=о

Аналогичным образом находятся и остальные функции ут . Опуская 
громоздкие выкладки, приведем лишь окончательные выражения для 
Ут при т =  + 2 8, .9 =  0, 1, 2 ,...

s—1 , со А—1

г, И -  т. м п Л  Т к  ё,рв> <“+2,?) п “,,>(“+2'?)-;0 
5—1

Т—2s (и) =  То (и) ] I 1

1=0 
А"— 1

i i  2  “ '*> < -  2**> П  И »  - * , ) ■

(19)

Выражения для ут при остальных значениях т здесь не приводятся, 
так как при численных расчетах удобнее всего находить ут по найден
ным значениям y±2s , используя рекуррентные соотношения (9), (1 1 ). 
Например,

Тз (и) =  *(0> (в) Та (и +  q) +  Р(0) (в) Td (в — q) *.

Отметим, что бесконечное произведение в (15) и бесконечные суммы в 
(18), (19) представляют собой быстро сходящиеся выражения, так что 
при вычислениях по этим формулам достаточно учитывать только пер
вые два-три члена**.

Полученные выражения для ут удовлетворяют (9) и (10) и, следо
вательно, дают решение поставленной задачи об отыскании функции F(u).

* В принципе, псс функции ут можно вычислить по рекуррентной формуле (9), 
зная лишь две из них, например. у0 и yY. Однако проводить расчет по этому ре
цепту неудобно, так как остальные функции ут будут выражаться через разности 
близких друг к другу величин, что требует вычисления с большим числом зпаков.

** Кроме того, при vj, =  7]_а вычисления сокращаются вдвое, так как в этом 
случае у_т(и) =  ут(-и).
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Обратное Фурье-преобразованис функции F (и) дает следующее вы
ражение для полного ноля на рассеивающей поверхности:

j><*. ч -  v  s  Г  T .W .71 j  1 — Л'/]о/ V  к 2 —  (и +  /:
ж * - о о  —со +

du. (20)

В частности, в случае падающей плоской волны вида

P i ( X ,  Z) = (21)

где к\ = У  к'1 — (Л“)2, разлагая />4(я, С) =  е*<*я*“ **аcos «*> в ряд Фурье и 
проводя почленное интегрирование в (5) и (20), получаем

о

сю
И  ( и )  =  2I t  г’_ п / п  (*“« )3 ( м  +  *2 +  « 9 ) .

-СО71 =

где о — дельта-функция Дирака, J r — функции Бесселя,

(22)

со

р{х, С) =  2 -
-71

-  тв) ei(4 +m9)j  _
771,я = -с о 1  -  fcno/K** -  (*£  +  M ?

Найдем теперь поле отраженных волн pr(X y Z) над поверхностью, 
выразив его по формуле Грина через найденные значения р(х , С). Ис
пользуя для этой цели методику, аналогичную примененной в [2], полу
чим, пренебрегая в формуле Грина, как и выше, 
ницы и ограничивая рассмотрение случаем Z ^ a 9

Рг(Х , Z) — 4л
со со

где 71=—СО — ОО

отличием пг от едн-

Фп (у-х) dxx , (23)

н1V1в лы  .= ( £ +  г,оу  ( ~ * - п) + ( ^ +  ( -  - г " - 1) -

Здесь обозначено: х* =  хх х2 =  |/А:2 — х£; Не х2, 1гп х2 ^  0. Хотя сто
ящий под знаком интеграла множитель J п (х2а) /с/х2 обращается в бес
конечность при хх =  + А , л =  0, но Фо (хх) в этом случае обращается в 
нуль и подынтегральная функция остается всюду конечной*. Действи
тельно, полагая в (6) и =  — хх и группируя члены, содержащие мно
жителем к/х2, получим

—  Фо (хЛ) =  2F  ( — хЛ.) — 211 (— хх) +  2 1(х* — х-1) F  (—Х“ 1) +

+  К  — xJ)F (— xi)], (24)

*  Е с л и  и с х о д и т ь  и з  з а д а н и я  в о л я  н а  п о в е р х н о с т и  н о  К и р х г о ф у ,  т о  п р и  т е х  ж е

у с л о в и я х  ф у н к ц и я  Ф 0 ( х я )  н е  б у д е т  р а в н а  н у л ю .  В  э т о м  с л у ч а е  п р и  п а д е н и и  п л о с 

к о й  в о л н ы  в ы ч и с л е н н ы е  з н а ч е н и я  д л я  а м п л и т у д  с к о л ь з я щ и х  в д о л ь  п о в е р х н о с т и  

с п е к т р о в  о б р а щ а ю т с я  в  б е с к о н е ч н о с т ь ,  к а к  э т о  и м е е т  м е с т о  в  [ 2 ] .  Э т о т  о ш и б о ч н ы й  

р е з у л ь т а т  п о л у ч а е т с я  в с л е д с т в и е  т о г о ,  ч т о  п р и н ц и п  К и р х г о ф а  н е  д а е т  д о с т а т о ч н о  

д о б р о к а ч е с т в е н н о й  и н ф о р м а ц и и  о  с п е к т р а л ь н о й  ф у н к ц и и  F (и) в  о к р е с т н о с т и  т о ч е к  

± Ь .  ± *± Я -


