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СЛОЖНОГО СЕЧЕНИЯ 
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Методом конформных преобразований задача решения волнового 
уравнения в двумерной области со сложными границами сведена к задаче 
решения волнового уравнения с переменными коэффициентами в обла­
сти с простыми границами. Интегрирование полученного уравнения про­
ведено при помощи теории возмущений, причем малым параметром яв­
ляется отношение расстояния между соответствующими точками границ 
сложной и простой областей к «масштабу неоднородностей» границ слож­
ной области. В качестве примера вычислено поле волны Е п  в прямоуголь­
ном волноводе с вогнутой верхней стенкой.

В настоящее время для расчета структуры поля и собственных длин 
волн в волноводах сложных сечений применяются в основном или вариа­
ционные методы, или методы теории возмущений.

Вариационные методы являются достаточно эффективными при на­
хождении собственных длин волн в волноводах произвольных сечений, 
однако вычисление структуры поля этими методами достаточно громозд­
ко. Разработанные же методы теории возмущений удобны для расчета 
лишь в случаях, когда сечение волновода по форме мало отличается от 
области, решение для которой известно. В частности, в работе (1] при 
вычислении собственных функций и собственных значений на сечение 
наложено условие, чтобы оно полностью заключалось внутри области, 
для которой известно решение краевой задачи. Беря в качестве нулевога 
приближения решение для невозмущенной области, метод требует мало­
сти отличия возмущенных и невозмущенных сечений волновода.

В настоящей работе рассматривается возможность использования ме­
тодов теории возмущений для определения структуры поля и собственных 
длин волн цилиндрических волноводов, форма сечения которых значитель­
но отличается от сечений волноводов простых форм.

Рассмотрим цилиндрический волновод произвольного поперечного се­
чения, неограниченно простирающийся вдоль оси z. Введем обозначения: 
S  —■ площадь поперечного сечения волновода, х и у  — текущие коорди­
наты в плоскости сечения, L  — ограничивающий сечение контур, 2 — 
боковая поверхность волновода.

Предположим, что стенки волновода идеально отражающие; среда, за­
полняющая волновод, однородна и не поглащает энергии; внутри волно­
вода отсутствуют источники поля; поле меняется по закону еш*.

В случае звуковых колебаний потенциал П поля скоростей в волно­
воде удовлетворяет уравнению Гельмгольца

с граничным условием
ДГ1 + А * 2 П  =  0

дП
дп =  0,

(1)

(2)

где п — внутренняя нормаль к 2 .
Как известно, в обобщенно-цилиндрических координатах решение 

уравнений Максвелла также сводится к решению уравнения (1) для
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однокомпонентного вектора Герца с граничными условиями

П |е =  О (ТМ  — волны), 
дП
д п

=  О (ТЕ  — волны). (3>

Через функцию П поперечно-магнитные Еь Нх и поперечно-электри­
ческие Е2, Н2 п о л я  в  волноводе выражаются формулами:

Е, =  V ~  +  Л»Ш«, Нх =  ik  rot (iz П),

дИЕа =  — ik  rot (i2 П), Ha =  V ~  +  /с2 Ш.,

где iz — единичный вектор в направлении z. Граничное условие (3) соот­
ветствует в акустике абсолютно податливым границам.

Таким образом, задача распространения как звукогых, так и электро­
магнитных колебаний в волноводе сводится к нахождению решений, 
уравнения (1), удовлетворяющих на стенках волновода граничным усло­
виям (2) или (3). Будем искать решение уравнения (1) в виде

П =  <М *. y)Z m (z). (4)
После подстановки (4) в (1) находим, что §т(х,у)  является собствен­

ной функцией следующей задачи:

Д2 фm -I- >4 фт =  0 внутри S , (5);

ф т  U  =  О  И Л И

где Д2 — двумерный оператор Лапласа, а функция Z m (z) определяется 
из уравнения

^  +  (Ae- ^ m)Zm =  0.

Строгие решения уравнения (5) известны лишь для тех немногих 
областей S, в которых переменные уравнения разделяются. Во всех 
других случаях мы вынуждены ограничиваться приближенными решениями.

В частности, введем вместо х  и у новые переменные £ и т] но формуле 
х +  iy =  F  (С), где F (С) — аналитическая функция комплексного перемен­
ного С =  £ +  Щ-

В новых координатах области S  будет соответствовать область S n, 
ограниченная контуром Ln, причем, если уравнение контура L  в плоско­
сти х , у определялось выражением G (xy у) =  const, то в плоскости £, г\ 
контур L0 будет удовлетворять соотношению G [Re/7 (С), Im F (С)] =  const. 
Соответственно, уравнение (5) и граничные условия (6) запишутся в виде [2]

А2 фт +  *2т ! F' (С) I2 фт  =  0 внутри 6*0,

ф т  | ь 0 =  0  И Л И

(7)
(8)

Естественно, что соответствие областей S 0 и S  предполагается взаимно 
однозначным.

Таким образом, задача решения уравнения (5) с граничными условиями 
(6) в области S  эквивалентна задаче интегрирования уравнения (7) 
с граничными условиями (8) в области S0.

Будем считать, что функцию F (С) можно представить в виде

^(С) =  С +  /гФ(;лС),
где Ф(|лС) удовлетворяет условию |Ф ([хС )|^1, h — постоянная, характе­
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ризующая величину отклонения F  (С) от С, [х— параметр, определяющий 
быстроту изменения функции Ф(гхС).

В соответствии с (9) уравнение (7) можно переписать следующим 
образом:

Д2ф™ +  *2т {1 +  2е Re Ф' ( | х С )  +  s2[(Re Ф' ( (х С ) ) 2  +  (Im Ф' (,аС))2]} фт =  0, (10) 

где в = /цл, (1 1 )
и производная берется но аргументу функции Ф(р£).

Предположим, что | е |< 1  и при е =  0 нам известно решение фтп,0 
уравнения (10) в области SQ с граничными условиями

ф т .о к =  0 или -° =  0.

Тогда интегрирование уравнения (11) при граничных условиях (8) можно 
провести методами теории возмущений (3].

Допустим что задача для фт ,0 имеет только простые собственные 
зпачения, и полагаем соответственно этому

Фт — фт.о + ефт,1 +  • • • (12)
* b e 4..o +  » 4 ei + - - -  (13)

Ограничиваясь первым приближением, после подстановки рядов (12) 
и (13) в (11) получим уравнения:

Д*Ф».о +  *5,.0Ф1П>о « 0 ,  (14)

Дгфтл +  Ф”1-1 =  — 2xm,0 Rc Ф' (lA’) Фт.0 ~  *£,л Фт,0- (15)
Будем искать решепие уравнения (15) в виде

со

Фтл= ̂  «mj ф,-. о. (16)
;=1

Помножив уравнение (14) (заменив в нем индекс т через /) на фт л , а 
(15) на ф/,0,вычитая (14) из (15) и интегрируя полученное уравнение по 
основной области, получим после учета формулы Грина и соотношения(16)

*m.i =dm m,ami гдеdmj =  — 2 х * А  Re Ф'(|хС)фт .0ф;.оds.
Xm,0 xj, О J

Значение ат т , определяемое из условия нормировки $ф™^$ =  1, рав­
но нулю.

Таким образом,

причем штрих у знака суммы указывает, что следует опустить член 
-с индексом /  =  т. Соответственные формулы могут быть легко получены 
для приближений высших порядков.

Полученные выражения определяют с точностью до членов первого 
порядка малости решение уравнения (10) в области S0. Следовательно, 
после перехода от переменных $ и к старым переменным х п у мы 
будем знать с той же степенью точности решение уравнения (5) в области S.

Пределы применимости полученных формул ограничены условием 
|е |< 1 ,  где величина е определяется выражением (И). Легко видеть, 
что | s | будет гораздо меньше единицы не только в случаях, когда 
деформации сечения волновода малы (/г< 1), но и при больших отличиях 
границ сечения волновода от невозмущенных (/г> 1), если деформации 
границ плавные ((х <  1).
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В качестве примера рассмотрим случай, когда на плоскости С задана 
прямоугольная область с границами Е =  0, а; т) =  blt ft2 и (I)(tuC) =  cosC.

Ha плоскости я, у  границы соответствующей области легко найти из 
уравнений (9), записываемых в 
данном случае в виде

х =  Е +  ftcosEch*/j,
У =  7 ) — f t s i n j - s h  7],

Форма границы при Л =  0,1, 
а — к, b1 = 0,81 Ь2 =  1 показа­
ла на фигуре (сплошная линия). х
Из фигуры видно, чго данная граница может характеризовать прогиб 
стенок волновода, форма которого показана пунктиром.

• Учитывая, что при граничном условии cJ>m>0|Lj =  0 собственные функ­
ции и собственные значения уравнения Гельмгольца для исходной 
прямоугольной области в плоскости Е, т] определяются соотношениями:

фт.о (?. i )  =  sin ^  sill (i1 — К), {тъ  m2 =  1, 2, . ..)

г ni2 m2
lm,o =  K2 [ЦТ  +  (b2 — b{p J 1

 ̂ Re Ф' (C) =  — sin E cli 7],

для фт  после вычисления по формуле (17) получаем, согласно (12), 
выражение:

hy2 п со со
Фт (?. Уд = фт.0 % Ч) +  - X 2- &  -  bl)2 2  S2j 2 j 2 г /L , /1 i

i.=l ji=l *т. 0 -  71 [я2 + (62 -  6,)2 J
X

X!
1 — (— 1)™‘— COS я . 1 — (— 1 )т,+5' ' cos яos а 1

1.11 J
X

+

1—^2 (т 1 — Л)2 ““ 1 +  £5 (т  1 +  П):

{ г  / ___i t  / ___п

ch 6, sh (b2 — bi) [ „* {m% _  /г)2 _  (Ьа _  ь,)“ ~  ** (»"«+/•>* +

, r l - ( - 1 ) ^ + n ch(fca- b ,)  1 — 1 )т ’~Д|ch (b2 — Ь,) Ц
1 [ 7Г2 (m2 +• /2)2 +  (h  — bi)% n2 (m2 — /2)2 +  (&2 — M2 JI *

Соответственно, собственные значения будут определятся формулой

( бЛ(1—■
х 2 =  х 2 J i  j -------:____
m т-о\ ^ (4

8ft (1 — cos a) (sh ft2 — sh &i) rc4m2 m2
(4tc2 w2 — a2) [4n2m2 -f- (b2 — bx)2\ ь

позволяю цзй легко провести расчет для произвольных ft, a, blt b2, 
tn± и ш2.

ЛИТЕРАТУРА

1. Ph. М. М о г s о, Н. F es h b a c h .  Methods of theoretical physics. P.II, New York,
1953.

2. Л. В. К а н т о p о в и ч и В. И. К р ы л о в .  Приближенные методы высшего
анализа. М.— Л., Гостехиздат, 1952.

3. Р. К у р а н т и Д. Г и л ь б е р т .  Методы математической физики. Т. 1, изд. 2,
М.— Л., Гостехиздат, 1951.

Москва
Поступила в редакцию 

25 февраля 1959 г.


