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Рассматривается вопрос о границах применимости метода «плавных» 
возмущений при решении задачи о распространении излучения через 
среду с неоднородностями. В связи с этим обсуждаются результаты, по­
лученные в работах Обухова, Чернова и Шеффлера для среднеквадра­
тичных значений флюктуаций фазы и амплитуды и корреляционной функ­
ции амплитуды. Найдены условия, при которых влияние слоя с неодно­
родностями на проходящее излучение можно заменить возмущающим дей­
ствием эквивалентного фазового экрана.

В последнее время в ряде работ [1, 2, 31 для нахождения статистиче­
ских характеристик излучения, распространяющегося в среде с неодно­
родностями, был использован метод решения, предложенный Обуховым 
(11. Вопрос об ограничениях, накладываемых при этом на амплитуду и 
фазу возмущенной волны, обсуждался в работах [4, 5J.

Исходным пунктом для нахождения поля волны, распространяющейся 
в среде с неоднородностями, является волновое уравнение *

А Е +  к у Е  =  О, (1)

где Е напряженность электрического поля, /со =  2я/Хо — волновое число 
в вакууме и т], С) — показатель преломления среды в точке с коорди­
натами т], С.

Ограничиваясь случаем малых возмущений показателя преломления, 
можно написать

% 0  =  1 +| Х(?,71,С).

Д ля нахождения решения уравнения (1) Обухов использовал новую 
функцию ф (г), которая связана с Е (г) следующим соотношением:

Е (г) =  <г>1, (3)
где

Ф (г) =  S  (г) — И пА  (г) /  A0f (4)

a S (г) и Л (г) — фаза и амплитуда возмущенной волны в слое. При этом 
для разностной функции ф '=ф  —- ф0, где ф0— нулевое приближение, по­
лучается уравнение [1]:

2 (vtovf) — * v Y — 2̂ о + v-24  ~  (v40“- (5)
В уравнении (5) Обухов пренебрегает членами {n*Ag и (уф')2» полагая 

что они малы по сравнению с оставшимися членами. В результате (5)

* Предполагается, что угол рассеяния излучения мал, поэтому эффект поляри­
зации не учитывается.
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приводится к линейному уравнению:

2 (ДфоУФ') — »V Y  =  2|а/с2. (6)

В работах [1 ,2 ,3] содержится утверждение о том, что переход от 
уравнения (5) к (6) справедлив при выполнении неравенства

|уФ'|/*о< 1 .  (7)

Условие (7) означает, что изменение фазы и относительное изменение 
логарифма амплитуды малы па длине волны. При этом неравенство (7) 
не накладывает ограничении на абсолютную величину амплитуды и фазы.

Однако вопрос о границах применимости решения линеаризованного 
уравнения (6) представляется нам более сложным. Как известно из теории 
нелинейных колебаний (б), отбрасывание даже малого нелинейного члена 
в дифференциальном уравнении может привести к существенному изме­
нению в решении. Слабые нелинейные члены оказывают влияние на боль­
шом интервале времени и приводят к ограничению колебаний, которые без 
учета нелинейного члена нарастают до бесконечности со временем. Подоб­
ным же образом решение линеаризованного уравнения (6) дает неограни­
ченное нарастание среднеквадратичных значений флюктуаций амплитуды 
и фазы при увеличении дистанции L.

На самом же деле, как показано в работе [7] для частного случая, когда 
фронт волны непосредственно после слоя модулирован только по фазе, 
а наблюдатель находится на столь большом расстоянии Н от слоя, что 
выполняется неравенство ХоRIl'1 >  1, при увеличении толщины слоя средний

А *  —  ( X 2  ) 2квадрат флюктуаций интенсивности F  =  - И 2)2 не возрастает не­
ограниченно, а стремится к величине — 1. (Здесь А — амплитуда волны.)

Строгое определение границ применимости линеаризованного уравне­
ния (б) возможно, вообще говоря, только после решения нелинейного 
уравнения (5), что связано со значительными трудностями. Однако 
некоторые заключения, как нам кажется, могут быть сделаны непосред­
ственно путем сопоставления уравнений (5) и (б) и исследования решения 
уравнения (6).

Нелинейное уравнение без члена (х2Л*2 запишется в следующем виде:2 (vtoV40.+ (ДФ')2 -  iУ2Ф'= 2t*A*.

Нетрудно видеть, что неравенство (1) получается, если считать, что пре­
небрежение членом (у ф ')2 в уравнении (5') справедливо, когда (уф')2 
значительно меньше первого члена. Однако сравнение отбрасываемого 
члена (уф')2 только с первым членом уравнения (5') приводит к наложе­
нию на решение слишком слабого ограничения. .Если третий член урав­
нения (5') — гу2ф' является столь же существенным для решения, как 
и первый, необходимо сравнивать (уф')2 также и с членом — /у 2ф'. 
В результате получается соотношение, отличное от (7).

В самом деле. Пусть функция ф' существенно меняется (на величину 
— ф') на некотором размере d. В этом случае можно написать:

1уфтнфт/«*и ivY i-rn/*. (в)
Оценка величин | уф'| и | у 2ф'| в форме соотношений (8), очевидно, 

возможна, когда такой размер можно ввести. В частности, для случая, 
когда существует средний размер неоднородностей диэлектрической про­
ницаемости I и | (уф')2) ^  | у 2ф'|, функция ф' существенно меняется на 
размере [2]. В случае турбулентности при выполнении соотноше­
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ний l0< V h L < L o  (где /0 и L0 — малый и большой масштабы турбу­
лентности) d — V \ L  [12].

Полагая | (уф')2| | у 2Ф1 и учитывая соотношении (8), получаем
1 Ф ' ! < 1 .  ( 8 ' )

т. е. решение линеаризованного уравнения (6) в этом случае совпадает 
с решением уравнения (1), найденным методом возмущений. Член—гу2ф' 
является существенным как для фазы, так и для амплитуды возмущен­
ной волны при большом значении волнового параметра D =  2\LjnP > 1 . 
(Здесь длина волны, L — дистанция и I — средний размер неодно­
родностей.) При этом только с учетом члена — гу?ф' для логарифма от­
носительной амплитуды \w Л I получается ненулевое решение, в чем 
нетрудно убедиться, подставив в (6) с|V =  S'— Un AjA^.

В то же время для среднего квадрата флюктуаций фазы при D >  1 
получается поправка, сравнимая с решением без учета члена — гу?ф'
[1]. Таким образом, неравенство (8') будет иметь место для тех точек 
наблюдения, где выполняется соотношение D >  1. В случае же малого 
волнового параметра как следует из решения уравнения (6), член
— гу2ф' определяет возмущение амплитуды и слабо влияет на фазу |1).

В предельном случае при /г0—>оо мы ирпходпм к уравнению эйконала:
У0'=(х, (9)

в котором член со второй производной вообще отсутствует (здесь 0'=  
=  S'/к0). Следовательно, при малом волновом параметре /)< ^ 1  нельзя 
требовать, чтобы вместе с соотношением | (уфТ1 ^  2 1 (уфоуф') I выполня­
лось неравенство | ( у ф Т ! ^  | У2Ф1» так как при этом мы наложили Гы 
заведомо неверное ограничение на решение для фазы. Чтобы получить 
ограничение на решение и в этом случае, воспользуемся полученным 
в работе ]1] результатом, что при 1 п A0/Z 1 решение уравнения
(6) совпадает с решением в приближении геометрической оптики, полу­
ченным для слабого отклонения лучей от невозмущенного направления*.

Среднеквадратичное смещение луча в направлении, перпендикуляр­
ном к направлению распространения, при этом должно удовлетворять 
неравенству

ра< / 2. (10)
Если соотношение (10) не выполняется, то, как непосредственно ясно 
из геометрических соображений, необходимо учитывать интерференцию 
при наложении нескольких лучей, проходящих, вообще говоря, через 
различные неоднородности.

Нетрудно показать, что в приближении геометрической оптики ус­
ловие (10) одновременно является условием слабой амплитудной моду­
ляции.

В самом деле, в работе (8 ] найдено следующее выражение для
(In Л /  Л о)2:

со

( I n  А /  Аоу  =  у ?  IJ ^ [ у  V b - 5- о  N (5, -г), С) ей, ( 1 1 )
о

где у 2== d2/ d tf+  52/дС2. Вблизи точки т] =  С =  0 для мы имеем при­
ближенно

(I  r ( . С ) - --------- N  (5 ,  ц, С),

поскольку N (£, Yj, С) — функция корреляции показателя преломления
В работе рассматривается случай больших неоднородностей, когда соотношение* 

A0/Z <  1 всегда имеет место.
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существенно спадает на расстоянии — L Следовательно,
со со

5 [ y V W o ^ V  (£, т], С) d%-------v W o - W  (М - С) d t  (12)
о о

Средний квадрат смещения луча выражается следующим образом [8]:
со

?  =  -  7 з  5 V  W o  N  (£,7],  0  (13)
о

Следовательно, по порядку величины

(In А /Л 0)2~ р 2/ / 2.

Например, для случая, когда функция корреляции неоднородностей 
показателя преломления имеет вид:

N  (5,7], Q =  *-<*-*>*,

(1нА /  А0)2 и ра связаны соотношением:
(1п А / Л 0)2 =  2~fll\ (15)

В результате, при условии р2/ / 2<^!1в одновременно выполняется и не­
равенство

(1п Л / Л 0)2< 1. (16)
Таким образом получается, что при малых значениях волпового пара­

метра решение, полученное в работе [1], ограничено случаем слабых 
возмущений амплитуды. В то же время на абсолютную величину набега 
фазы S' ограничений не накладывается.

Аналогичный результат был получен при решении задачи о дифрак­
ции электромагнитной волны на ультразвуковой волне в работе Рытова 
19], где показано, что при малом волновом параметре решение линеари­
зованного волпового уравнения справедливо только при слабой ампли­
тудной модуляции.

В работе [7] рассмотрен случай, когда наблюдательиаходится на боль­
шом расстоянии Я  от слоя с неоднородностями, причем фронт волны, 
прошедшей через слой, непосредственно после слоя, модулирован только 
по фазе. Для нескольких частных случаев найдены функции корреляции 
интенсивности и зависимость среднего квадрата флюктуаций интенсив­
ности от отношения ЯХо/l2. Полученные результаты находятся в согла­
сии с результатами работ [1,3] при/?Яо//2> 1  только для малых набегов 
фазы S' и слабого рассеяния. Для значений / {Ы /2<^1 результаты работ 
|1, 3, 7] согласуются в случае, когда малы возмущения амплитуды.

Таким образом, получается, что решение волнового уравнения (1) по 
методу «плавных» возмущений при малых значениях волнового параметра
справедливо при слабой амплитудной модуляции (In Л/Ло)2=^1. Для боль­
ших значений волнового параметра решение ограничено фактически случаем 
малых флюктуаций амплитуды и фазы, 6Т'2<^1 и (in Л/Ло)2=^1, что соот­
ветствует случаю однократного рассеяния.

Вместе с тем следует ожидать, что найденные выражения для попе­
речных функций автокорреляции амплитуды и фазы справедливы при тех 
же ограничениях на решение.

Пользуясь приведенными выше результатами, нетрудно найти усло­
вия, при которых влияние слоя с неоднородностями на проходящее из­
лучение можно заменить влиянием эквивалентного фазового экрана.
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Как известно [101, при замене слоя экраном принимается, что фронт 
волны, прошедшей через слой, непосредственно после слоя модулирован 
только по фазе. При этом каждой точке плоскости экрана соответствует 
фазовый набег за счет неоднородностей, определяемый в приближении

V
геометрической оптики выражением: S'fa) A nds. Вместе с тем пред-

о
полагается, что отклонение лучей в слое от невозмущеиного направле­
ния мало, т. е. можно записать

L
S' (х , y,L) =   ̂ Дп (х , у, 2) dz. (18)

О
Геометро-оптическое приближение для набега фазы при условии, что 
отклонение лучей от невозмущенного направления мало, справедливо 
при выполнении соотношений [1,11]:

/ > Х 0, £> =  2X0L / k / 2 < 1 .  ( 1 9 )

Условие слабости амплитудной модуляции, являющееся одновременно 
условием малости отклонения лучей, запишется в виде

СХ)

7 # 2£ 3  ̂ f v  V ]r ,= s = o  N  (?. Т]. 9  $  <  1.
О

Таким образом, влияние слоя с неоднородностями на излучепие можно 
заменить влиянием эквивалентного фазового экрана при выполнении 
следующих неравенств:

со

1 > К  D =  2X0L / k / s<  1 ;  7 « ? ^ 3 5  [ v V b - C -о Л Г  (5, V- 0  & <  1 .  (2 0 )
о

Автор признательна Г. Г. Гетманцеву п Н. Г. Денисову за обсужде­
ние работы и ценные замечания.
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