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НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭФФЕКТЫ В НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ
АКУСТИКИ
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Рассмотрены нелинейные эффекты (квадратичная поправка) для 
задачи Штурма — Лиувилля и для задачи о распространении волн в 
волноводе. Показано, что, в отличие от случая распространения в неогра­
ниченном пространстве, вековые ( члены в решениях отсутствуют, за 
исключением вырожденных случаев. Показано, что отсутствие вековых 
членов обусловлено дисперсией.

Как известно, для плоской звуковой волны, бегущей в неограничен­
ной среде, нелинейность точных уравнений акустики указывает на нали­
чие накапливающихся эффектов. Так, в приближении малых возмуще­
ний, квадратичная поправка к решению линеаризованного уравнения пред­
ставляет собой вековой член, нарастающий пропорционально времени. В 
отсутствие затухания накапливающиеся эффекты приводят к образованию 
разрывов.

В ряде случаев возникает вопрос о характере нелинейных эффектов в 
краевых задачах (в частности, в задаче Штурма—Лиувилля), в задаче 
о распространении звука в волноводах, и так далее. Ниже показано, что 
в этих случаях развитие нелинейных эффектов носит, вообще, другой ха­
рактер: так, если ограничиться квадратичной поправкой к решению ли­
неаризованного уравнения, то вековые члены могут появиться только в 
вырожденных случаях.

I. В задаче Штурма — Лиувилля рассмотрим для определенности коле­
бания в среде, заполняющей жесткую трубу, закрытую с обоих торцов иде­
ально отражающими крышками. Пусть среда,заполняющая трубу однородна. 
Пользуясь лаграижевыми координатами (a; t), можно написать точное 
уравнение для давления р в следующем виде:

А й  I „2 =  0pc2 V1 h 2 dp c2 > P>

где p и с — плотность среды и скорость звука в ней, р0 — равновесное 
значение плотности. Индексы обозначают дифференцирование по соответ­
ственной переменной. Отсюда получаются уравнения первого (линейный 
член) и второго (квадратичная поправка) приближений:

P it  -  С~Раа =  0
hi — с-раа
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[ )С . Л  +

1 dc2 р \ , ,9ч 1 / .  . 1 dc2 р \, ,2\
2 ^  р v  “Ь 2 dp с2 ) аа

Здесь коэффициенты можно вычислять для равновесных значений пара­
метров. Последнее уравнение можно рассматривать как уравнение вынуж­
денных колебаний под действием массовых сил, распределенных вдоль
трубы с плотностью — p̂ ( l  +  J (р'2)а- Еаш в качестве решения
взять какое-нибудь собственное колебание в трубе, то частота вынуждающей 
силы будет равна удвоенной частоте этого колебания и квадратичная 
поправка даст вековой член только в том случае, если один из обертонов
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трубы окажется в рсзоиапсе с вынуждающей силой, т. е. будет на октаву 
выше исходного колебания. Но обертон п-то номера имеет вид:

р'п =  Ап cos (kna +  c6rt) sir) соnt. (1)

Волновое число kn (а отсюда — п частота обертона соп =  1-пс) определится 
из характеристического уравнения knl =  пя — ап — рп, где I — длина 
трубы, а ап и рп определяются формулами:

где и — значения импеданцев крышек трубы на частоте соГ4*.
Для произвольных импеданцев крышек, частоты последовательных обер­
тонов не будут вообще находиться в кратных отношениях друг к другу и,, 
значит, октавные интервалы будут отсутствовать. Следовательно, веко­
вых членов не будет. Такой член может появиться только в вырожденных 
случаях, например, при абсолютно жестких крышках, когда частоты по­
следовательных обертонов образуют гармонический ряд. Тогда колебание
(1) создаст нарастающее колебание двойной частоты, которое, для нуле­
вых начальных условий, примет вид:

8 р с2
1 dc? о1 _ L  _  21. * 2 dp с2 — cos 2<ont +  оhit cos 2kna sin 2o)nt).

Если, при отсутствии вековых членов, частота 12 какого-либо обертона 
окажется все же близка к двойной частоте первичного колебания (1),— 
так будет, например, для основного колебания трубы и для второго обер­
тона, если импеданцы крышек велики по сравнению с волновым сопротив­
лением среды, заполняющей трубу,— то квадратичная поправка будет но­
сить характер биений: сначала амплитуда второго колебания будет растиг 
как бы имитируя наличие векового члена; затем, однако, благодаря рас­
хождению фаз (вследствие неточного совпадения частот обертона и воз­
мущающей силы), рост амплитуды прекратится, сменится убыванием — 
и второе колебание исчезнет, вернув свою энергию первому колебанию. 
Затем снова начнется рост второго колебания и так далее. Длительность 
одного полного цикла таких биений будет равна 2я/|£2 — 2оп|. Макси­
мальная амплитуда при биениях будет зависеть, помимо различия между 
частотами (чем меньше различие, тем больше амплитуда) еще и от прост­
ранственного сдвига фаз между возмущающей силой и вторым колебани­
ем. Например, для свободных торцов трубы ряд обертонов — гармониче­
ский, однако амплитуда равна нулю, так как возмущающая сила и скорость 
частиц совпадающего с ней по частоте обертона ортогональны друг другу 
по длине трубы. Для абсолютно жестких крышек биения вырождаются в 
вековой член: в этом случае совпадают как частоты,так и пространственные 
фазы возмущающей силы и нарастающего обертона.

II. Предположим теперь, что среда, заполняющая трубу, неоднородна! 
вдоль трубы. В этом случае уравнения первого и второго приближения 
принимают вид:

р ' и  -  С% а  +  ~  Р А  =  О,

Р А 2 dp

В этих уравнениях коэффициенты, по-прежнему, можно брать при 
равновесных значениях параметров, но теперь они являются функциями 
координаты. Хотя в этом случае мы не можем, вообще, написать решение

* Импеданцы на обеих крышках берутся для положительной внешней нормали.
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даже для первого приближения, но заключение о характере изменения 
квадратичной поправки все же сделать можно. В самом деле, правая часть 
уравнения второго приближения имеет тот же вид, что и для однородной 
среды н, значит, частота возмущающей силы и в этом случае равна двойной 
частоте колебания, взятого в качестве первого приближения. Так как для 
трубы, заполненной неоднородной средой, последовательные обертоны 
вообще негармоничны, то в этом случае вековых членов также не будет и 
возбуждаться будут только биения. Вековые члены будут теперь отсут­
ствовать даже при абсолютно жестких крышках (т. е. н в том случае, когда 
они возбуждались бы для однородной среды) и смогут появиться только 
при таких специальных соотношениях между импедапцами крышек и 
распределении неоднородности вдоль трубы, когда среди обертопов най­
дутся два колебания с интервалом в одну октаву.

III. В задаче об учете нелинейности при распространении звука в вол­
новоде целесообразно воспользоваться специальной системой координат, 
которую уместно называть эйлеро-лагранжевой системой. В подобной 
системе координат, когда выбираются две эйлеровы (х  и ?/) и одна лагран- 
жева (с) координата, уравнения гидродинамики принимают вид:

Vi +  (W ) V +  J  Vp  — J  pc U  =  0, W f  f  (W ) w +  J  ^  =  0, 

z, -I- (vV) г — w =  0, p, -I- V (pv) — (pv)c ̂  +  (pw.’)c j  ^  z, =  ,0..

Здесь вектор v  =  ш  ]- jy есть сумма только двух компонент (по осям 
х и у) вектора скорости частиц; w — проекция скорости на ось z; 

д Оу  =  I —  л- j-— ; среда считается однородной. Ограничимся плоской задачей,
и возьмем вдоль волновода эйлерову координату х, а поперек волновода 
лагранжеву координату с, считая, что движение не зависит от второй 
эйлеровой координаты у. Тогда система (2) примет вид:

и , -Ь  и и х  +  Р х  —  4 - р с  т 5 =  0 , w t +  u w x  +
С Z.

1^ =  0,
Р zr. (3)

2 1  ̂I
zt +  uzx —  10 =  0 ,  Pi +  (рм)х —  (ри)с- f  +  ( p w ) c ------------ Pc 7 -  =  0 .

Z C Z C Z c

Уравнение для первого приближения будет иметь вид: '

Р и ^ Ч р хх +  рсс) =  0,
В качестве решения можно взять, например, нормальную волну вида

р ' =  Л sin (ус +  е) sin (ш/ — хя), (4)

где q2 +  х2 =  А;2, а е и q определяются обычным образом через параметры 
границ волновода. В этом случае для второго приближения получим 
уравнение:

I  dp й ] c o s  2  ^  ~ ях) ~
- 2 -  А2 (1 + 1_ dc* р 

2 dp с2) cos 2 (qc -f- е) cos 2 (сot — кх).

Вынуждающая сила снова имеет двойную частоту по отношению к волне 
первого приближения. Легко видеть, что (снова за исключением вырож­
денных случаев, например, случая абсолютно жестких границ волновода) 
частоты нормальных волн других номеров, имеющих ту же фазовую ско­

4*
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рость, что и (4) будут отличаться от 2 о), а нормальные волны, имеющие ча­
стоту 2(0, будут иметь другую фазовую скорость, чем волна (4). Таким об­
разом, возмущающая сила и создаваемые ею нормальные волны будут 
расфазировываться либо по времени, либо по пространству и, как и в за­
даче Штурма — Лиувилля, вековые члены будут отсутствовать: будут воз­
никать только биения с попеременным нарастанием и убыванием амплиту­
ды волны второго приближения. Разумеется основное заключение остает­
ся в силе и для волноводов, образованных слоистой неоднородностью сре­
ды, например, для природных волноводов в море или в атмосфере.

IV. Анализируя рассмотренные выше случаи, видим, что (для однород­
ных сред) появление биений вместо вековых членов в квадратичном при­
ближении существенно связано с тем, что отношение длины волны к часто­
те оказывается зависящим от частоты, т. е .— с дисперсией волн. Для вол­
новода это — «обычная» дисперсия нормальных волн; для колебаний в 
трубе это — «сосредоточенная дисперсия» на крышках *. Отсюда ясно, в 
частности, что вековых нелинейных членов не будет ни для гравитацион­
ных волн на поверхности глубокой жидкости, ни для изгибиых волн на 
«стержне или пластинке, ввиду того, что это — диспергирующие волны. 
Напротив, для гравитационных волн на поверхности мелкой воды («при­
ливные волны», скорость которых не зависит в линейном приближении от 
длины волны) вековые члены появиться могут («бора»).

Из рассмотрения квадратичных эффектов можно, далее, сделать некото­
рые качественные заключения и о дальнейшем развитии нелинейных эф­
фектов, выходящем за рамки второго приближения. Для определенности 
возьмем бегущую синусоидальную волну в качестве первого приближения. 
Пусть число Маха невелико. В отсутствие дисперсии квадратичная по­
правка даст вековой член — 2-ю гармонику; этой поправкой можно огра­
ничиваться до тех пор, пока ее амплитуда остается еще малой по сравне­
нию с первичной волпой. Когда это требование нарушится, нужно будет 
учесть член третьего порядка, затем — четвертого и так далее. Энергия 
первичной волны будет монотонно переходить во 2-ю, 3-ю, 4-ю и так 
далее гармоники, приводя в конце концов к образованию «пилы» и удар­
ных волн.

При наличии дисперсии эта картина существенно меняется. Действи­
тельно, во втором приближении энергия попеременно переходит от пер­
вичной волны ко 2-й гармонике и обратно. Для волны р' =  Asia (соt— 
— ka) квадратичная поправка будет иметь вид:

где значком А обозначена разность значений соответственной величины 
для волновых чисел к и 2к. Если

то в пределах одного цикла биений можно ограничиться квадратичным 
приближением. Однако, рассматривая волну на протяжении большого 
числа циклов, нужно будет учесть и третье приближение: в каждом цикле, 
в осиовпом — в течение времени, когда амплитуда 2-й гармоники велика, 
будет происходить образование 3-й гармоники — кубичной поправки по 
амплитуде первичной волны. Каждый цикл будет давать свой вклад в 
3-ю гармонику, однако, в отличие от случая отсутствия дисперсии, фазы

* С подобной «сосредоточенной дисперсией» встречаемся при отражении плоской 
волны от границы двух сред при закритических углах падения (при полном внутрен­
нем отражении), при отражении от препятствий с реактивным импедаицем, например, 
от сосредоточенной массы и тому подобное. Во всех этих случаях изменение фазы 
гармонической волны эквивалентно длине пробега, зависящей от частоты, что и дает 
основание для названия «сосредоточенная дисперсия».

1_
2 dp с2)  sin 2 (cot — ка) sin [/сД (с) £],
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этих вкладов в каждом цикле будут вообще различны. Поэтому монотон­
ности нарастания не будет и для 3-й гармоники. То же можно сказать и 
о высших гармониках четвертого и следующих приближений.

Если теперь предположить, что фазы последовательных вкладов в каж­
дую гармонику случайны, то случайными станут и обратпые переходы энер­
гии от высших гармоник к пизшим. Тогда процесс перехода энергии пер­
вичной волны в высшие гармоники будет носить характер диффузии, а 
обогащение волны конечной амплитуды высшими гармониками резко за­
тормозится по сравнению со случаем отсутствия дисперсии *. Образова­
ние «пилы» и ударных воли может быть отодвинуто на очень большое рас­
стояние, сравнительно с рассматриваемыми обычно случаями. Это обстоя­
тельство может представить интерес в связи с тем, что затухание ударных 
волн очень велико но сравнению с затуханием акустической волны. Если 
ударная волна образовалась, то она затухает сравнительно быстро. Если 
же есть дисперсия, то ударная волна долго не образуется и волна конеч­
ной амплитуды сможет распространиться, не затухая существенно, на зна­
чительно большие расстояния, чем в отсутствие дисперсии. Быть может 
эти соображения можно привлечь для объяснения того факта, что звуки 
мощных взрывов распространяются в атмосферном канале на расстояния 
во много раз превышающие окружность Земли: распространение в канале 
есть волноводное распространение с дисперсией и, следовательно, волпа 
конечной амплитуды может в нем распространяться, не образуя ударных 
волн, т. е.— с малым затуханием.

Акустический институт АН СССР Поступила в редакцию
Москва 25 января 1960 г.

* Впрочем, последнее заключение вообще останется в силе и без предположения 
о случайности фаз.


