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ИЗГИБНЫЕ КОЛЕБАНИЯ КРУГЛОЙ УПРУГОЙ ПЛАСТИНКИ,
НАГРУЖЕННОЙ В ЦЕНТРЕ

В. В . Т ю т еп и п

Рассматривается решение задачи о собственных частотах осесим­
метричных изгибиых колебаний круглой упругой пластинки (диска), на­
груженной в центре на произвольную импеданцную нагрузку. Выво­
дится характеристическое уравнение и приводится его решение для 
случая инерционной нагрузки.

Решение задачи о колебаниях мембраны или тонкой упругой пластин 
км, нагруженной и некоторой точке их поверхности произвольной нагруз­
кой, представляет большой теоретический и практический интерес. 
Эта задача была приближенно решена еще Рэлеем |1], который рассмат­
ривал влияние малой инерционной нагрузки на изменение частоты соб­
ственных колебаний мембраны.

В настоящей работе рассматривается задача об определении собствен­
ных частот осесимметричных изгибиых колебаний тонкой упругой круг­
лой пластинки (диска), нагруженной в центре на импеданцную нагрузку 
нроизвольной величины.

Пусть рассматриваемый диск (фиг. 1) радиуса а имеет плотность р 
и цилиндрическую жесткость на изгиб S =  №712(1—а2), где К — мо­

дуль Юнга, к — толщина диска, а — коэффи­
циент Пуассона. В центре (при г =  0) диск 
предполагается нагруженным на произвольную 
нагрузку z (в общем случае комплексную), 
носящую импеданцный характер, т. е. действу­
ющую на диск только нормально к его поверх­
ности; при этом предположении момент, дей­
ствующий на диск со стороны нагрузки, будет 
равен нулю [2]. Как известно, изгибные волны, 

распространяющиеся по диску, должны удовлетворять уравнению
Д2£ — /с4£ 0, (1)

и ______
где £ — смещение частиц диска в направлении оси у , к =  }Ло2рЛJS — 
волновое число изгибиых волн, со — частота. Решая уравнение (1) в цилинд­
рической системе координат и ограничиваясь рассмотрением только 
осесимметричных колебаний диска, для величины с получим выражение:

I =  AJ0 (кг) +  BN0 (кг) • СГ0 (кг) +  DK0 (кг), (2)

где функции ./о(кг) и А о(кг) — цилиндрические функции первого рода, 
1о(кг) и Ко(кг) — цилиндрические функции второго рода (так называе­
мые, гиперболические), а постоянные А, В, С, D , а также со (входящая в 
величину к) — неизвестные величины, подлежащие определению из усло­
вий, накладываемых на деформации и напряжения на границе диска 
(при г =  а) и в его центре (при г =  0).

Рассмотрим вначале условия в центре диска. Если бы нагрузка в центре 
отсутствовала, то необходимо было бы коэффициенты В и D с самого на­
чала положить равными нулю, поскольку, как известно, функции No(nr) 
и Ко (кг) при г =  0 обращаются в бесконечность. При этом Лго (кг)—>
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2—>£- 1II кг и Ко (лт) —> — In кг у т. о. порядок стремления Л'о (кг) и А̂ о (кг)
г - 0 *  г - ‘ О
к бесконечности один и тот же. Наличие импеданцной нагрузки в цент­
ре дает одно дополнительное условие; поэтому в полученном решении 
необходимо сохранить функции N  о (at) и К  о (кг), но подобрать коэффициен­
ты В и D таким образом, чтобы при /•—>0 эти функции взаимно уничтожа­
ли друг друга. Очевидно для этого нужно, чтобы I) =  2/-В. При этом 
условии решение для £ принимает вид:

$ =  Л /(| (Ат) +  В [Л'„ (Ат) +  4  К0 (Ат)] +  С10 (Ат) (3)

Упомянутое рапсе условие в центре диска должно заключаться в ра­
венстве сил, действующих в точке г — 0. Поперечная сила на единицу 
длины окружности радиуса возникающая за счет деформаций диска, 
определяется выражением:

f  =  - S  — ( - £ +1 dr [dr*
где — составляющая общего смещения с, выраженная через цилиндри­
ческие функции 1-го рода, £2 -  составляющая смещения, выраженная 
через цилиндрические функции 2-го рода. Суммарная сила F u действу­
ющая в центре диска, определится выражением:

1*\ =  lim 2пг/ (г) =  lim 2nrSk3 ГAJi (Лт) 
г-к» г—ю L

+  в  (Л 'г  (А т )  -  - |  А ' ,  (Л т ) )  +  СГ, (Л г ) ]  • (4 )2 I
Поскольку Л\(Лт) - > ------г- и Л' ,(Лт)— , то из (4) мы получим

Г~ М ) Я Л т  Г - И )  л*г

F j  =  —  HBSk2. (5)
Сила F 2, воздействующая на диск в его центре и обусловленная дви­

жением импеданцной нагрузки Z, с учетом (3) может быть записана через 
смещение центра диска следующим образом * [2]:

Ft =  Z ■ =  (о )Z =  -  io>Z( А +  С). (С)
Приравнивая силы Fi и — F 2, мы получим условие в центре диска в ви­
де

А +  ^  В +  С =  0. (7)
i(oZ

Для получения полной системы уравнений необходимо добавить еще 
два граничных условия на краю диска (при г =  а). Эти условия должны 
быть известным образом 11 ] выбраны в зависимости от способа закрепле­
ния края диска. Не ограничивая общности решения задачи, мы рас­
смотрим только наиболее простой для расчета случай жесткого закрепле­
ния края диска. В этом случае граничные условия имеют вид: £ =  О, 
di/dr =  0 при г =  а. Подставляя величину £ из (3) в эти выражении, мы 
получим еще два уравнения, которые вместе с уравнением (7) образуют 
полную систему для определения коэффициентов А, В и С :

AJ0(lca) +  # [ .N„(ka) j \CI0(ka) =  0, (8)

AJX (Asa) +  В\.Ni (lea) -\ l  к  I (*«)] - C f1 (ka) -  0. j P V

—icol* Зависимость величины от времени характеризуем множителем е
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Для того, чтобы система уравнений (7), (8), (9) имела нетривиальное 
решение необходимо, чтобы ее детерминант был равен нулю:1 /'< о//0 (ka) N о (ка) +  ~  К0 (ка) /„  (ко) 

J\ (ка) А', (ка) +  Л, (/со,) — 1г (ка)71

=  0. (10)

Уравнение (10) представляет собой характеристическое уравнение, 
корни которого (ка)п =  [Зп свяааны с резонансными частотами системы 
формулой

« - = V U -  <41>
Здесь индекс п указывает на номер резонанса и соответствует числу 

узловых окружностей на диске.
Рассмотрим несколько подробнее вопрос о возможном характере им-

иеданцной нагрузки Z. Выше мы предполагали, что она может быть произ­
вольной в том числе и комплексной (при наличии потерь в ней). В послед­
нем случае разоиансные частоты диска также можно представить в виде

-ctgfin

комплексных величин, мнимая часть которых определит декремент за­
тухания всей системы. Изложенным методом можно, например, найти резо­
нансные частоты 1) диска с закрепленной в его центре массой; 2) диска с 
упругим закреплением его центра; 3) системы, состоящей из двух диенов, 
жестко связанных друг с другом центрами; 4) системы, состоящей из 
диска п стержня, закрепленного в его центре и совершающего продоль­
ные или изгибные колебания и так далее.

В качестве примера разберем случай колебаний диска с закрепленной
в его центре инерционной нагрузкой. Для этого случая имеем: Z =  — i(om, 
где т — масса нагрузки; при этом, как легко показать, второй член
первой строки детерминанта , где г  =  — — , а М  — массаia)Z \*а) л т
диска.

Уравнение (10) при 7 =  00 превращается в уравнение для определе­
ния резонансных частот ненагруженного диска I1J; при 7 = 0  — в
уравнение для диска с жестко закрепленным центром.

Ограничимся, далее, только случаем сравнительно больших номеров п 
и, следовательно, больших значений (3„, таких, что в уравнении (10) 
можно было бы все цилиндрические функции заменить их асимптоти­
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ческими разложениями. После некоторых преобразований мы получаем 
уравнение для определения величин (V.

- c t g p n =  r/(&. (12)
Это уравнение можно решить графическим методом. На фиг. 2 приведено 
качественное решение этого уравнения для значения параметра у =  250 
для Рм >  3л. Из фиг. 2 видно, что при т  =  0 (закрепленный центр) корни 
этого уравнения имеют значения рп =  (п +  1/2) я, а при т =  оо (свобод­
ный центр) — р„ =  пя. При некотором произвольном Т о ( 0 < Т о <  °°) зиа‘ 
чения рп лежат между этими двумя значениями: пя <  рп <  (гг +  1/2) я, 
откуда видно, что резонансная частота диска с массовой нагрузкой, как 
и следовало ожидать, несколько ниже резонансной частоты ненагружен- 1Юго диска. Интересно отметить, что сколь бы ни была мала масса на­
грузки в сравнении с массой диска при достаточно высоких частотах 
всегда можно считать центр диска жестко закрепленным, так как при
P?i^>T корни уравнения (12) будут определяться формулой $а =  пл, что 
соответствует жесткому закреплению центра.
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