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К РАСЧЕТУ АКУСТИЧЕСКОГО ИЗЛУЧЕНИЯ ТУРБУЛЕНТНОГО
АЭРОДИНАМИЧЕСКОГО ПОТОКА

На основе уравнения Лайтхилла предлагается метод расчета акус
тического излучения турбулентного аэродинамического потока в сво
бодном пространстве и в присутствии упругих поверхностей, находя
щихся вне потока. Показано, что, если известны решение нестатистиче
ской задачи о дифракции сферической (или плоской) звуковой волны на 
рассматриваемых упругих поверхностях и функция корреляции пуль
саций давления в потоке, вычисление спектральной интенсивности из
лучения турбулептного потока сводится к квадратурам.

Излучение звука турбулентным аэродинамическим потоком рассмат
ривалось Лайтхиллом 11]. Позднее ряд авторов, в частности 12, 3], на 
основе 11] произвели расчет акустического излучения свободного турбу
лентного потока в предположении, что турбулентность в потоке является 
однородной и изотропной. В ряде случаев могут представить практиче
ский интерес задачи, связанные с расчетом акустического поля аэродина
мического потока в присутствии поверхностей, необтекаемых потоком, 
другими словами, задачи о дифракции статистического звукового поля, 
излучаемого потоком, на упругих поверхностях и о прохождении указан
ного звукового поля через упругие поверхности. Такие расчеты могут 
оказаться необходимыми при определении эффективности различного 
рода звукоизолирующих перегородок, ограждений и отражателей звука 
в местах, где шум обусловлен излучением звука потоком. В данной работе 
предлагается метод решения указанных выше задач.

Пусть имеется некоторая ограниченная область пространства £2, ча
стично заполненная турбулентным аэродинамическим потоком и содер
жащая пеобтекаемые им упругие поверхности Sq, находящиеся вне 
потока. Выберем движущуюся систему координат так, чтобы средняя 
скорость потока была равна нулю, а поверхности Sq — неподвижны.

Здесь р(1) =  р — р0, р — плотность газа в потоке, р0 — плотность, с0 — ско
рость звука в неподвижном газе, v  — пульсации скорости в турбулент
ном потоке несжимаемого газа. Для турбулентного потока несжимае
мого газа справедливо следующее соотношение между пульсациями 
скорости v и давления р° в потоке [4]
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Ограничимся рассмотрением дозвуковых потоков, когда 
будем исходить из уравнения [1]

и

(1>

(2)

Подставляя (2) в (1), получим

(3)
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Предположим, что статистические процессы являются стационарными и 
перейдем к уравнениям для амплитудных спектральных плотностей 
Уравнение (3) перепишем в виде

А рш (г) +  к*р™(г) =  \ А р ° (г ) .  (4)'
со

Потребуем, чтобы на упругих поверхностях S q выполнялись граничные 
условия

(Г) =  * * р Х ?  1 (г )> (5)-

L X 1’ (г) =  cS Р(1) (r)|Se. (6)

В выражениях (5) и (6) w™  (г) — перемещения поверхности S q в направ
лении внешней к S q нормали n, Lq — самосопряженный дифференциаль
ный оператор*. В бесконечно удаленных точках пространства должно 
выполняться условие погашаемое™:

H m  pU> ( г )  =  0 ,  1 т  к > 0 .  ( 7 у
|г| —>со

Введем некоторое новое вспомогательное решение р(2) (г) уравнения

Ар(2) (г) +  &*р<« (г) =  -  \  б (г ■- гО, (8)
со

описывающее регулярное (нестатистическое) звуковое ноле, удовлетворяю
щее краевым условиям (5) — (7), где верхний значок (1), как и в урав
нении (8), заменен на значок (2). Умножим уравнение (4) на р(2) (г), а 
уравнение (8) — на —р(1) (г) и сложим их. Проинтегрируем правую и 
левую части полученного выражения по всему пространству О.. Объем
ный интеграл в левой части указанного выражения преобразуем в поверх
ностный, воспользовавшись формулой Грина

SgSg4-S- ~

=  - у  \  Р<2) ( r )  A P ° ( r ) d r  +  4 " Р (1) (r i)-С0 £2 С0
Поверхностный интеграл по бесконечно удаленной сфере S 0 равен нулю 
в силу условия погашаемое™, а интеграл по совокупности упругих
поверхностей равен нулю из-за самосопряженности оператора Lq,

«7
что следует из граничных условий (5) и (6) и аналогичных краевых 
условий для уравнения (8). Переходя к звуковым давлениям, получим

p(i> (гх) =  —  ̂ рЮ (г) Др° (г) dr. (9)**
о

Принимая во внимание, что lim (г) =  0, lm /c > 0  и р° (г) =  0 вне- 
Q, распространяя интегрирование на все пространство, выполняя, да

* В форме (6) могут быть записаны уравнения движения мембраны, пластинки, 
стержня, оболочки и тому подобное.

** Выражение (9) можно получить сразу .если применить к решениям уравнений 
(4) и (8) акустическую теорему взаимности; см. [5].
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лее, дважды интегрирование но частям и пользуясь уравнением (8), по
лучим окончательно

Р{1) (r i) =  Л2  ̂ Р{2) (О  р° (г) dr. (10)
п

Для определения средней квадратичной величины флюктуаций дав
ления в ноле излучения (спектральной интенсивности излучения) умно
жим выражение (10) на взаимосопряженное и усредним по ансамблю.
Тогда

I Р а ) ( г г ) \ г  =  *4 \ \  Р ™  (г') р У »  (г") K a ! i ( r '  -  г") d r ' d r " ,  (И)

тде Кац (г'— г") =  р{)а (г7) (г") — пространственная функция корреляции
пульсаций давления в турбулентном аэродинамическом нотоке несжи
маемого газа *.

Из формулы (11) следует, что для определения спектральной интен
сивности акустического излучения турбулентного потока в некоторой 
точке rt необходимо найти решение вспомогательной дифракционной 
(иестатистической) задачи о поле точечного источника, помещенного в эту 
точку. Если решение соответствующей дифракционной задачи уже из
вестно, вычисление спектральной интенсивности излучения при заданной 
•функции корреляции пульсаций давления в потоке сводится к квадра
турам.

Часто требуется определить поле излучепия на расстояниях, больших 
по сравнению с размерами области, занятой потоком**, и размерами по
верхностей Sq, т. е. в так называемой фраунгоферовой области дифракции. 
Можно показать, что в этом случае для спектральной интенсивности излу
чения справедлива приближенная формула:

М 'О  -  р„о„1б£ 1 п р )  I  Р ™  (г') р №  (О К  (г' -  Г") (12)

тде / / f  (г) — давление в поле дифракции плоской монохроматической звуко
вой волны единичной амплитуды на упругих поверхностях. Следует 
заметить, что расчеты по формулам (11) и (12) существенно упрощаются 
в области высоких частот, когда для определения спектральной интенсив
ности излучения можно воспользоваться решением вспомогательной диф
ракционной задачи, полученным на основе приближенных методов теории 
дифракции.

В качестве примера применения метода расчета рассмотрим излучение 
звука однородным и изотропным турбулентным потоком в свободном 
пространстве, ограничиваясь расчетом излучения на больших расстояниях. 
Решение вспомогательной дифракционной задачи в этом случае имеет 
вид:

P i> (г) =  ехр [Истт],

где m единичный вектор, направленный из начала координат в точку 
наблюдения. Воспользовавшись формулой (12) и, полагая, как в [3] 
(см. также [4]), что пространственная функция корреляции определяется 
выражением:

* Другими словами — преобразование Фурье от пространственно времеипой фуик 
дни корреляции. Заметим, что в данном случае, вообще говоря, речь идет о функции 
корреляции в Лагранжевом представлении.

** Точиее, области,определяемой размерами радиуса корреляции пульсаций дав
ления в нотоке.



К  расчету акусти^ческого излучения турбулентного аэродинамического потока 475

+ С О

к  (г' — г") =  К  (I) =  ±   ̂ Р* (е|)‘л ф (*) ехр [шт] dr, (13)
— СО

(til -  (0/ . , «. ,получим, принимая во внимание сот ~  тг^> — — | к=ь
и  с0

•Л .== 4 л  | г ,  I2 / „  ( г ±) ~

O il

с0М

4 я

2 _7/ С°М Н"00
1РоС° М *  ©  2 5 J/n/trfy J exp [/ггу] г|> (a*) rfa:, (14)

—со

-где m =  cv$g~,/*t, у =  (ое’ /,gv*, ( e Z ) V s ~ £ / ;  М =  С//с0, т — время корреля
ции пульсаций давления, е — величина диссипируемой энергии п еди
ницу времени в единице массы газа, I — внешний масштаб турбулент
ности, ф (я) — некоторая универсальная функция. Выражение (14) 
совпадает с аналогичной формулой в работе [3], полученной другим 
способом, если преобразовать внутренний интеграл в этой формуле, 
выполнив дважды интегрирование по частям. Теперь, следуя [3], поло

се0
яшм в области низкочастотной части спектра \ ехр

—со
д в области высокочастотной части спектра, положив верхний предел 
интегрирования в формуле (14) равным бесконечности, допустим, что

с
[ixy] ф (я) cte=const,

со 4-со
\ y"udy  ̂ ехр [ixy] i[) {х) dx =
О —со

const.

Тогда из формулы (14) для спектральной мощности излучения в области 
низких частот следует выражение const Mho2, и в диапазоне
высоких частот — выражение Р<*ь —  const

•Выше мы считали, что упругие поверхности движутся вместе с пото
ком. Между тем, на практике могут встретиться случаи, когда скорость 
перемещения поверхностей отличается от средней скорости потока. По
скольку смещение спектра излучения из-за эффекта Допплера, а также 
влияние «акустического ветра» в случае дозвуковых потоков малых ско
ростей (Л /< ^ 1) несущественны и ими можно пренебречь, формулы (11), 
(12) могут быть использованы для приближенного расчета излучения и в 
этом случае. Отметим, что формулы (11) и (12) справедливы, если в каче
стве упругих поверхностей рассматривать поверхности вообще упругих 
тол, а не только мембран, пластин и так далее*.

Описанный метод расчета можно рассматривать как способ решения 
задач о дифракции статистических звуковых нолей на упругих и непод
вижных поверхностях вообще, а не только статистического поли, излу
чаемого турбулентным потоком**. В связи с этим, полезно, в частности, 
заметить, что, применяя изложенный здесь метод решения к звуковому 
статистическому полю, обусловленному действием некоторых источников 
Q (г) внутри волновода с упругими стенками, можно получить формулы 
для расчета амплитуд нормальных волн этого ноля, если в качестве вспомо
гательного решения в этом случае взять соответствующую нормаль
ную волну в волноводе. В самом деле, применяя вышеуказанные рассуж-

* Формально это следует из формулы Бетти для упругого тела и формулы Грипа 
для оператора Лапласа. Вообще, формулы (11) и (12) справедливы во всех случаях, 
когда верна акустическая теорема взаимности.

** Указанный метод решения задач о дифракции статистических звуковых по
лой на упругих поверхностях был предложен в [5]. В данной статье он применен  ̂
частному случаю звукового поля, излучаемого турбулентным потоком.;
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депия к статистическому полю в волноводе р (г) и вспомогательному регу
лярному полю нормальной волны единичной амплитуды рт(г), рассматри
вая область в волноводе, ограниченную его стенками и сечениями, уда
ленными от источников статистического излучения, находящихся внутри 
волновода, получим

дР  (г)
~дп~ Р™ <Г> - \ Q(r)Pm{r)dr.

h

Интеграл по поверхности волновода равен нулю в силу самосопряжен
ности оператора Lq и краевых условий. В сечениях волновода статисти
ческое поле может быть представлено в виде суперпозиции нормальных 
волн. Из-за ортогональности нормальных волн, поверхностный интеграл 
будет отличным от нуля лишь для нормальной волны номера т ,  которая 
содержится в статистическом поле в сечениях волновода и для вспомога
тельной нормальной волны того же номера т ,  распространяющейся на
встречу излучаемой волне. Принимая во внимание, что дрт(г)/дп =  ктрт(г), 
после преобразований и усреднения получим для среднего квадра
тичного значения амплитуды нормальной волны статистического поля

I °m I* =  Гб I к  I» \  \  Р т а  (Г<) Р ” *  ^  F a ^ r '  _Г") d t ' d r " * >т  Q О
где '

F * Р ( Г ' - О  =  Q a  ( О  < &  ( Г " )  .

В заключение отметим возможности обобщения полученных резуль- 
татов на случай локальных однородных случайных полей. Это обобщение 
позволит более последовательно использовать для расчетов результаты 
теории локальной однородной турбулентности Колмогорова —- Обухова 
17, 8]. В формулах (11) и (12) можно перейти к спектральному простран
ственному разложению функции корреляции:

К  (г' — г") =  К  (£;) =   ̂ Ф (х) ехр [— гх§]

а затем в каждом отдельном частном случае, когда вид функции />(2)(г), 
описывающей вспомогательное дифракционное поле, известен, сделать 
дальнейшие необходимые преобразования. Если в результате этих преоб
разований окажется, что спектральная интенсивность излучения опреде
ляется фактически одной спектральной компонентой пульсаций давле
ния — остальные спектральные компоненты могут быть изменены. Сле
довательно, вместо спектральной плотности Ф (х) для функции корреля
ции стационарных и однородных статистических процессов могут быть 
использованы функции Ф (х), соответствующие локально-однородным слу
чайным полям**.Наконец, в ряде случаев, по-видимому, возможно обоб
щить полученные соотношения на стационарные и однородные статисти
ческие процессы и локально-однородные случайные поля с плавно меняю
щимися характеристиками в рамках, указанных в [9, 10]. Эти обобщения 
нетрудно выполнить в случае расчета излучения звука турбулентным по
током в свободном пространстве. Они практически совпадают с аналогич
ными преобразованиями 19].

В ряде задач могут представить интерес не только значения спектраль
ной интенсивности излучения, но и средние значения произведений ха
рактеристик поля в двух различных точках пространства (например, кор-

* Аналогичная в припципе формула в случае электромагнитного волновода полу
чена Левиным [G] в электродинамической теории теплового излучения.

** См. в связи с этим [9], стр. 61—65.
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реляция амплитуд давлений в иоле статистического излучения). Эти ве
личины могут быть выражены через вспомогательные дифракционные 
ноля и для них могут быть получены формулы, аналогичные формулам
<Н> и (12).
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