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Р ассм отрен а  задача п ер еход а  ч и сто  нагибны х во  ли и з  од н ого  п р о 
и звол ьн ого  п ол у беск он еч н ого  стер ж н я  в д р у го й  через пром еж уточны й 
стер ж ен ь , ж естк о  соединенны й с  ними в сты к . В ы числены  коэффициенты 
отраж ен и я  и п р охож д ен и я  в общ ем  сл у ч а е  и в частны х сл у ч а я х , имеющ их 
практи чески й  ин терес. В ы яснена возм ож н ость  сущ ествен н ого  упрощ ении 
расчета в  сл у ч а е  п р ом еж у точ н ого  стер ж н я  дл и н ой  бол ее  п ол у тор а  на
ги бн ы х вол н . Р ассм отрен ы  у сл о в и я  от су тств и я  отраж ен и я  о т  п р ом еж у
точ н ого  стер ж н я  и п ок аза н о , при к ак и х  у сл ов и я х  этот стерж ен ь мож ет 
и гр ать  р ол ь  согл а су ю щ ей  вставки , н аподоби е п р осветл я ю щ его  слоя 
в оптике.

Вопросы распространения изгибных колебаний в составных стержйях 
и пластинах представляют интерес в связи с проблемой демпфирования 
вибраций различного рода структур, а также в связи с использованием 
пзгибно-колеблющихся пластин и стержней в электромеханических фильт
рах.

В опубликованных работах 11, 2] рассматривается прохождение изгиб
ных колебаний через стык двух стержней, соединенных иод различными 
углами и через тонкую мягкую прокладку между двумя стержнями. Му- 
гиопо 13] рассмотрел задачу перехода изгибных волн через суженные и 
утолщенные участки стержня, причем полученные им результаты имеют 
приближенный характер и относятся к случаю, когда длины этих участ
ков больше полутора длин изгибиой волны (сводка данных и литература 
приведены в обзорах Майера |4] и Кремера [5]).

Ниже рассмотрена задача о переходе изгибных волн из одного про
извольного стержня в другой через промежуточный, также произвольный, 
стержень. При этом предполагается выполнение условий чистого изгиба 
во всех стержнях и отсутствие каких-либо иных деформаций на стыках.

Как известно, существуют пзгибные волны двух типов: бегущие, рас
пространение которых сопровождается переносом энергии, и неоднород
ные, затухающие вдоль стержня. При падении изгибных бегущих волн 
на стык различных стержней от стыка отражается нзгибная бегущая вол
на и нзгибная неоднородная волна; во второй стержень переходит изгиб- 
ная бегущая волна и в нем возникает неоднородная волна, затухающая 
вдоль стержня.

Вычисление коэффициентов отражения и прохождения при переходе 
бегущей изгибиой волны через произвольный стержень, соединенный 
в стык с двумя различными пол у бесконечными стержнями, сводится к 
решению системы 8 линейных уравнений, получаемой при подстанов
ке в граничные условия нижеследующих выражений для потенциалов 
прямых и обратных волн в рассматриваемых стержнях:

lo =  eik*x -I- 2 V Avc +  Rtfr***;

h  =  7 V AVT +  +  «!***<*-*> +  R l t <*-«>;

c2 =  , (1)
• 5 *
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где 0, 1, 2 — индексы, обозначающие стержни, перечисленные но по
рядку в соответствии с направлением распространения прямой бегущей 
волны; L) — амплитуда прямой бегущей волны, SD — амплитуда прямой 
неоднородной волны, R  — амплитуда обратной бегущей волпы, Ш — ампли
туда обратной неоднородной волны, I — длина промежуточного стерж
ня, £ — потенциал скорости нагибной волны (суммы бегущих и неодно
родных волн).

На стыке различных стержней i и i +  1 должны быть выполнены 
4 граничных условия:

I* == ii+x (Vi =  ri+1);

sl* =  6l+i* (wi =  wi t  i) ;

Sjlixt = A+xIi-t-i** ( M i  — M l +  j); 
Aoix* — (F l — Fi +))-

(2)

Здесь k i  =  a > / C i  —  волновое число, =  E J i  —  изгибная жесткость г-го 
стержня, — производные потенциала скорости по х, v — линей
ная скорость, w — угловая скорость, М  — момент изгиба, F — перере
зывающая сила, х  — координата, отсчитываемая от границы 0 — 1.

На стыке стержней О н 1: г =  0; на стыке стержней 1 и 2: г =  1 и 
i - f  1 = 2 .  Сами стыки в дальнейшем будут обозначаться индексами 
0 -  1 и 1 — 2.

Система уравнений, определяющих константы отражения и прохож
дения изгибных бегущих и неоднородных волн, записывается в виде

1 +  Ш0 +  В0 =  А  -|- Ю, Н- % е -к-< +  Вге ^ 1

К  (» +  9г0 — *Д0) =  (iDi ~  +  » ie “ w -  iRyeik~l )

В Х  ( -  1 +  3?о -  В 0 )  =  В Х  ( -  A  +  ©1 +  Ирг-*-1 -  Л1в«.«)

В Х  ( -  i +  9i0 +  iBa) --= В Х  ( -  iDi -  А  +  Rxe-w  +  iR^ ' ) (3)

A e iW +  SV-W  +  Жг +  В г =  D t  +  <D2 

h  ( iD xeik'1 -  f^ e r * ^  +  Rx -  iR J  =  кг (Ш2 -  ©,)

( -  D X ‘l +  ©ie-W  -I- 3?x -  i?j) =  й2/4 ( -  D2 - f  ©,)

(—iD1eiki1 -  ©xe-W +  %  +  Шх) =  S 2/c3 ( -  Ш2- :Э2).

Общий определитель Д этой системы уравнений можно представить 
таким образом:

1 1 — 1 — 1 - e l* — е“ ф 0 0
-  Р̂- 1 p-i — i 1 ie1* — е“ ф 0 0
— р-ч -1 р~2а~1 1 — 1 <> 0 0

д _ ip-Ч- 1 р~ъа~1 •г 1 teicp -  <Г ф 0 0
X й')' 0 0 ei(p е“ ф 1 1 - 1 — 1

0 0 ieitp -  •— i 1 — iq- 1 <r3
0 0 — е** ^  •-  1 1 q-*b-' -
0 0 — ieiv — e"* i 1 iq-̂ b- 1 q~3b~l

(4)

иш а =  В г / В 0 ,  р =  кг/к0, Ь =  В г! В  2, q =  к г / к 2 , ф =  к х 1 .
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Подобным же образом могут быть выражены определители, входя
щие в числители выражений для коэффициентов D, ©, 5R, /?, и полу
чено искомое решение задачи в форме

А  =  Д(1>1)/Д, © ,=  A(X,i)/A, 9t( =  Д(9?!,/Д, /?, =  Д(В<)/Д.

Формулы для коэффициентов Dit ©*, 9fi, Bi слишком громоздки, 
чтобы их можно было привести в развернутой форме. Значительное 
упрощение записи этих формул может быть достигнуто введением спе
циальных операторов ЗРХ, у» Qx, у» Л/^), выражающихся следующим об
разом:

9х. у =  1 +  2яу +  2а*у +  2гс3г/ +  ж4г/2;
<?*. v =  1 +  х  +  х2у  +  х*у; (5)

М% 1  =  1 ±  * у ,

где а; принимает значения] гпр, (гг =  0, 1, 2, 3), а ?/ получает зна
чения а или Ь. Например, при x =  inq, у =  Ь получаетсяЛ»*, ь =  1 +  2 fty  +  2(Г?)»& +  2 (inq)*b +  (in9)4 6*.
Произведение оператора fJ на схргп(1 — г)<р
чается через Pi*:

в дальнейшем обозна-
ч

Для коэффициентов, относящихся к полубесконечным стержням 0; 
2, получаются следующие выражения:

a  Р {п  ~  / { M V ,  a M q ,  b

(̂)2 — г п = 0
3

п = 0

(6 )

=  -  (i +  о

3

п =  о|./Н V  р __ 47|/<+)л/(—) 
Р. «  7 *л />

п=0 1

(7)

/>„2 -
\£ L  V  ; » 0  О  е‘ П|? Р " пР-«^па.ь
3

П— Оs  ^ п „ , л . - 4« и " Г г

4<?2&

©„о
у  гп̂ О  n О „ , , е'*v inp,a 4 in+ l Q) 6л= О

2 ^ inp,a/>i" - /' 4 7 >a^7b

(8)

(9)

При помощи электронно-счетных машин можно, используя формулы
(6)—(9), рассчитать коэффициенты отражения и прохождения изгибных 
волн для любой комбинации стержней 0; 1; 2. В частных случаях форму
лы (0) — (9) могут быть значительно упрощены и использованы для ана
лиза условий перехода изгибных воли через стержень. Рассмотрим вна
чале условия перехода через один стык различных стержней.

Полагая в (6)—(9)  ̂=  6 =  1 (т. е. к\ =  /с2; В\ =  Я2), можно полу
чить коэффициенты отражения и прохождения падающей слева бегущей
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нагибной волны на стыке 0 — 1

Ц — *^—гр>а . о1/101 — ф------  » "101 —
J  V .  «

Д/<->
( М О  ?>' а& А п  -

Р. л °̂Р.а

©01 —
<?!tip, а

( 10 )
V, П

Если же положить в формулах (6).—(9) р =  а — 1 (т. е. k0 =  Ai, /У0 =  В i), 
то получатся формулы для коэффициентов прохождения н отражения у 
стыка 1—2: л  - I f j S S i i .  12 Л .Ь ’

2?**Q,.b

д/(—)
«1. =  (1 i- о  "■ь3‘

В1г = © 1 2  =
q. b

.2
( И )

q. Ь ^ q, 6
Если заменить в (11) q на р, а на Ь, получатся коэффициенты для волны, 
падающей на стык 1—0 справа.

Как видно из сравнения формул (10) и (11), коэффициенты прохожде
ния потенциалов при падении волны на одну и ту же границу справа и 
слева отличаются по модулю.

Можно показать, что между коэффициентами отражения и прохожде
ния на одной границе справедливо соотношение:

DnDl0-= l  +  HuIiu*. (12)
Коэффициенты В и /), связанные с переходом через одиночный стык 

различных стержней, можно использовать для исследования распростра
нения изгибиых волн в составных стержнях с несколькими стыками. 
В рассматриваемой нами задаче коэффициенты прохождения и отраже
ния изгибной волны при наличии одного промежуточного стержня йог 
и I)02 можно выразить через коэффициенты для каждой, отдельно взятой 
границы (0—1 и 1—2). После деления числителя и знаменателя Ro2 и 
Оогна $Рр'а и подстановки (10) и (11) в формулы (6) и (8) мы по
лучаем

А , 2 =

А) 2 —

_  П°' +  -  2 « 1оЗД,,С- ( ' " |)--Ч - Г„|/ * « ■ « - »  +
' 1 ~ Я 1оП ^ ~  R0iRne~2v +  +  VaiV2ie - ^ - ^

DolDvle^ +  £>;, W ,*-*1- * *  +  +  Ъ ^ы Г 49
1 -  Ru>Rn** -  Kailine-*» +  +  V^V,*-*'-** ’

( 1 3 a )

( 1 3 6 )

г д е

Cp
V  — ~~v ' a1 01 — —:& V21 =

Ф.
V, a & Wor -

p Q—P.a
q. ь op

W n  = WbQ-a,
V. a

&q. b
*7 \  *  *7\и D01f D12 — величины, комплексно сопряженные но отношению к ко

эффициентам перехода изгибиых волн через стыки 0—1,1 —2. Если / ^  3/2А, 
то ег** 10"4, и можно, пренебрегая членами с сомножителем е-*, по
лучить формулы для В02 и А>2:

/3 Й01 +  /?]2̂ ?2ф . (Л /Ч7'02 “  — “ Т^Г * I1Ч

А>2 —

1 — Rioftvifi11*
^0l^l2g?<P

I -  >ei2<p ( 15)

* Диалогичное соотношение имеет место также в оптике (условие Нуда) и в аку
стике при переходе плоских волн через границу двух сред (см., например [6)).



Переход изгиб пых вози через промежуточный стержень 71

Простой вид формул (14) и (15) обусловлен тем, что при большой 
длине стержня 1 неоднородные волны успевают затухнуть до достиже
ния ими границ 0—1 и 1—2.

В общем случае при /< ;  1,Г>Х приходится учитывать и влияние не
однородных воли на переход бегущих волн через соседние стыки.

Выражение (6) можно использовать для определения условий от
сутствия отраженной от промежуточного стержня изгибной волны. 
Полагая

и обозначая
Л— О

ф р
in 4< 7 №  -  О

•5s  ± ip . а =  Pi ±  ipz, •r ± i q , Ъ =  ±  Ч2>

З Щ р ,  а =  Р з d :  Р и №±<1.1 =  9:1 +  74»

( 10)

(17)

мы получаем систему из двух уравнении
2‘K t> ' U

cli фPi cos ф — pt sin ф 7, cos ф — </o sin ф ____ __ ______________
РЯ +  Pi th ф ~ ?8 T- <7l th Ф '  (/>3 +  Pi til Ф) (?3 -I- ?4 til Ф)

Pi sin ф +  Рч cos ф <7i Sill ф +  </•» cos ф
Ps th ф 4- n Яз th Ф +  «74

— — 0.

(16a)

(166)

Уравнения (16 a, б), будучи решены относительно параметров проме
жуточного стержня, и будут служить условиями согласования параметров 
промежуточного стержня с крайними для обеспечения полного перехода 
лзгибных волн из стержня 0 в стержень 2 (т. е. с условиями «просветле
ния»).

В том случае, когда полубесконечнме стержни характеризуются оди
наковыми волновыми числами и одинаковой жесткостью на изгиб (ко =  
t /г2, Во =  В*)ч уравнение (166) обращается в тождество. Частоты полного 
прохождения через промежуточный стержень, граничащий с одинаковы
ми стержнями, находятся из соотношения

cos ф — sin ср cb (р ; у -  sh ф ) =  1.

Интересно отметить, что при а ~>0, или а —у ос, т. е. соответственно для 
свободного или зажатого на границах стержня, из (18) получается изве
стное уравнение для резонансных частот

cos ф cli ф =  1. (19
Рассмотрим условии согласования для некоторого частного случая, 

когда на крайние стержни накладывается ограничение ко =  к». При 
условии оЬ =  IV

IU -  }лв 0в 2 .
Длина промежуточного стержня /1 определяется при этом из условий

cos ф =  cos 2л//, 1
eh ф +  —  sh ф Рз

( 21)

Если, кроме того, равны и толщины стержней 0; 2 (ho =  fe), то условия
ко =  к2 и Во =  В'2 эквивалентны соотношению —  =  (р - плотностьрз
материала стержня, Е — модуль упругости), и условие согласования ста
новится сравнительно простым:

h\E 1 =  Щ ( 22)
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Отсюда видно, что располагая определенным материалом для изготовле
ния промежуточного стержня, можно обеспечить условие полного пере
хода изгибной волны, выбирая соответствующим образом его толщину. 
При этом на плотность промежуточного стержня не накладывается ни
каких ограничений.

До сих пор, рассматривая вопрос о согласовании, мы не накладывали 
никаких ограничений на длину промежуточного стержня. Если теперь 
принять, что этот стержень настолько длинен, что неоднородные волны, 
возникшие на каждой из границ, успеют затухнуть, не доходя до следую
щей, то формулы (16а, б) существенно упростятся. Если /^ 1 ,5  Я, то 
ег* <  10 4 и можно приближенно считать Пир =  1 и пренебречь правой 
частью равенства (10а). При этом уравнения (16а, б) переходят в следую
щие:

P i  cos (р —  P i  sin  ф </i cos ф —  <72 s in  ф— j- — U,&P .  a №n, b

P i  s in  Ф  +  p -2  cos Ф  <71 sin ф +  cos  ф  ̂^
&p . « &a. b

Из системы уравнении (23) следуют условия отсутствия отражения 
от переходного стержня:

^  +  ^ 2  «I +  l l  .
Я0 2  Л»
и  р. я °  <1. Ь

( 2 4 )

Pi , <1\
ф  -+■ О)

tg <p —  . 
°  Р2 , 7з

а ' & q . Ь

( 2 5 )

Более подробный анализ условий (24), (25) показывает, что для за
данной пары крайних стержней существует область величин /а, В i, cpi, 
удовлетворяющая условию прозрачности. Одной из точек этой области 
является, например, такая совокупность значений

к\ —  В\  - -  В 0В 2; ср.2  —  (An  -|- 1 )  -g -  • (2 6 )

Если крайние стержни выполнены из одного и того же материала, усло
вия (26) приводят к соотношению

III =  Г М * -  (2 7 )

Результаты расчетов, изложенных в данной работе, могут быть обоб
щены на случай пластины, граничащей с двумя полубесконечными пла
стинами, при падении на границу плоской изгибной волны.
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