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Р . Г . Б а р а н ц ев

Рассматривается стационарная задача отражения плоской волны 
от произвольной двоякопериодической поверхности z — 1(х> у). Преобра
зование Лапласа по z от / до +  оо ведет к представлению рассеянного 
поля для всех z у). При z >  h =  max {l(xt у)} это поле предста
вимо рядом Тэлея, "коэффициенты которого, являющиеся функционалами 
от неизвестной функции q(x, у), должны определяться заданпой б̂еско
нечной последовательностью других функционалов от той же функции q. 
Разложение q в ряд по какой-либо полной системе функций приподит 
к бесконечной алгебраической системе для коэффициентов этого ряда. 
Структура матрицы системы позволяет провести параллель между 
приближенными методами решения этой системы и самой задачи в ис
ходной постановке, а также выбрать подходящее начальное приближение 
при решепии системы методом итераций.

Рассмотрим стационарную задачу отражении плоской волны

ф̂ . =  exp {ik [х sin О cos ф +  у  sin d  sin ф -f- zcos ft]},
■0'G[0, я/2), фб [0, Jt/2], от двоякопериодической: поверхности z =  l ( x , y ) t 
l (x +  2л, у +  2rt/a) =  l Щ  у), l (x, y) >  0.

Функцию l (xt у) считаем кусочно-дифференцируемой по x  и у. Ни
каких других ограничений на I мы не накладываем.

Пусть к sin -O’ cos ф =  n0i к sin # sin ф =  amQi где nQ} m0 — целые числа. 
Кроме того, пусть равенство п2+(ат )2 =  к2 не имеет места ни при каких 
целых т и п. В области z / (я, у) нужно найти периодическое по х н у  
решение уравнения

Дф +  fc-ф =  0, (1)

такое, что при z —> +  оо ф ограничена, вместе с градиентом, и все волны, 
кроме ф+| отраженные.

Условие на поверхности сначала для простоты возьмем в виде 
■д(х, у у I (Ху у)) =  0. Введем преобразования Лапласа

оо
v{Xyiyy\)= \ ф(я, у у z )e - }'zdz. (2)

Kx.V)
Умножая (1) на exp (— kz) и интегрируя но z от I до оо получим уравне
ние для v: д» +  Р  +  /с2) » =  <r»q ( 1  +  Й +  й). (3)
где q (.г, у) =  фг |2=f(*.V).

Решение уравнения (3), периодическое по ж и у у ищем в видесо C m  п е ~ ™ ~ ' ™ Ут , п = —соV = (4 )
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Подставляя (4) в (3), найдем2я 2~/а
Стп — а4я2{Ь2 — [я2 +  (am)2 5 9(1 -И 1 +  /2„) e - u+in'i+iamr‘didr\. (5)О о
*ф восстанавливается по обычной формуле:

e -fic o

ф =  2̂ 7  ̂ v (x ,y ,'K )eKzd'k, 8 > 0 . (6)
£ — ICO

Так как v(x, у , ^), согласно (2), должна быть аналитической но X 
при R e { X } > 0 ,  то из (4) и (5) следует2” 2я/а

 ̂ q (1 +  /| +  /;,) ехр {— I У п 2 (am)2 — /с2 -|- mg +  iamr\) db,dr\ =  О,
о о

п 2 -|- (am)2 >  /с2. 7)

При z >  /( =  шах {/(я, ?/)} можно замкнуть контур интегрирования 
в (6) по бесконечно-большой полуокружности слева от Re {X} =  е и пред
ставить ч[) как сумму вычетов функции v(x, у , X) exp (Xz) в точках

X =  +  i У  X2 — гс2 — (am)2, 
и2 +  (am)2 <  /с2,

X =  — У п *  +  (am)2 — X2, 

n2 +  (am)2 >  /с2.

В результате ф складывается из конечного числа набегающих и отражен
ных волн и бесконечной совокупности волн, распространяющихся вдоль 
плоскости (х , у ), амплитуды которых экспоненциально убывают при г—>+ °°- 
Амплитуды набегающих волн у нас заданы: они все равны нулю, за исклю
чением одной, соответствующей п =  п0,т =  т0, которая равна единице. 
Учитывая этот факт и используя соотношение (7), имеем
2л 2тс/а

 ̂ \ 9 (1 +  Н- 4)схр {— [/ и2 +  (am )2 — /с2 +  m g +  г а т т ) ] }  d g d i)  =
о о

^  7̂ X2 — По — (п)2. (»*, п) = (т0, п0),
О ( т ,  n)=j=  ( т 0 /г0),

?>г, п  =  0 ,1 , 2, . . .

(8)

Итак, при z h

ф =  ехр {г [/г0.т +  с ш 0у +  К  /с2 — Wo—(am0)2 z]} +
2  я 2  тс/а

2  — а ехр {— [г / >t2 -|- (am)2 — fc2 +  i;»x-+ /слш/]}  ̂  ̂ q  ^  _j_ х
т  ,п = —со О О8 л 2 Г п г - р  (a m )2 —  /с2 

X ехр {/ Уп* +  (am)2 — к* +  i n \  +  iamr\} db,dr\. (9)

Коэффициенты ряда (9), являющиеся функционалами от неизвестной 
функции д, должны определяться заданной бесконечной последователь
ностью (8) других функционалов от той же функции q. В области 1{х, у )<;

полеф дается формулами (4) — (6), где q находится также из (8).
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Отметим, что если решение в области z^>h  сразу искать в виде
со

ф =  2  (a>nnexp [— (2 У~п- +  (am)2 — /с2 -f- inx - f  госту)] -|-
? n ,  П— — CO

bmnexp [z Y n2 +  (am)2 — k2 -|- inx -f- ia.rny)}. ( 10)

где bmn заданы, как выше, a amn подлежат определению, то формулы (8) 
и (9) легко получить при помощи формулы Гаусса — Остроградского. 
Действительно, применяя ее в области

{l(x,  y , ) < z < t f ,  0 < ж < 2 It, 0 < у  < 2 я /а , / / > / г }

к дивергентному выражению фДсрЛ — фггДф, где

фп =  ехр { +  [z Y и2 +  (am)'1 — /с2 +  mr +  гату]},
онайдем 2* ;2я/а

7̂ПП -- 5 <»<* + 1 + «  -  + «  -г I V /  0 О
— р (К л 2 +  (а^)2 — к2 — inU — гост/*,)} х  

X exp {I Y п2+(ат)2—  Л2+ т £  +  iamx\) d%dt[\

( 11)

2“ 2“/а
bmn — а

= = f  ̂  ^ (<7 (1  +  Ч  +  4 )  “  ( ^ / Ч  +  +
о о8 л 2 V »•  +  (a m )2

+  Р  ( К л 2 +  ( a m )2 —  / с2 — х  

X ехр {— [I Y п‘г +  (am)2 — /с2 +  in\ +  гатц]} d£,d\).

(12)

Здесь р(х } у) =  ф(я, у, 1(х} у)). При р =  0 формула (11) дает коэффи
циенты ряда (9), а формула (12) приводит к равенствам (8). Замечая, 
что

Я (1 +  1% "Г  1у) —  (IxP.x +  1уРу) =  ^ 1  " М я  +  ly  dty/dv  |z=l(x,y)

(v — направление внешней нормали к поверхности z =  /(.г, ?/)), мы 
видим, что полученные результаты легко обобщить на случай, когда 
на границе задана линейная комбинация ф и дф/dv.

Для определения функции q пз равенств (8) можно использовать методы 
решения интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода [1]. Если, напри
мер, разложить q в ряд по какой-либо полной системе функций, скажем,

со

Ч (* , у )  =  s  q rse irx+ iasv.
Г ,  S— — СО

то для коэффициентов этого ряда qrs из (8) получим бесконечную систему 
алгебраических уравнений:

со 
чЛ2  Cmnrs 4rs= “  V » 2 +  (а«г)2 — /с2 • ьтп; т, п =  0 , 1 , 2 , . . .

Г ,  8 - * — СХ> 2“ 2 гс/сс
с * .™  =  5 5 (!•+ Ч +  1Х> ехР 1 (Б. ч) К п * +  ( « « ) * - * •  +

( 13)

о о
+  i (г — п) £ +  га (5 — т) т)} d£, dr\.
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Несложная структура матрицы системы позволяет провести парал
лель между приближенными методами решения этой системы и самой задачи 
в исходной постановке [2]. Приближенные решения для рассеянного поля, 
в частности, основанные на предположении о малости I  и |/Л.|, j l v\ [3—10], 
можно брать за начальные приближения при решении системы (13) мето
дом итераций, j
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