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О НЕЛИНЕЙНОМ ИСКАЖЕНИИ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ
В НЕДИССИПАТИВНОЙ СРЕДЕ

Л . К . Зарем бо

П р о и з в о д и т с я  ф у р ь е - а н а л и з  р и м а н о в с к о г о  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  
г и д р о д и н а м и к и  д л я  п л о с к о й  п е р и о д и ч е с к о й  в о л н ы  п р о и з в о л ь н о й  ф о р 
м ы .  И с х о д н ы й  с п е к т р  в о л н ы  п р и  х  =  О  п р е д п о л а г а е т с я  п р о и з в о л ь н ы м ,  
о д н а к о ,  т а к и м ,  ч т о б ы  в  в о л н е  н е  б ы л о  с л а б ы х  р а з р ы в о в .  С  т о ч н о с т ь ю  д о  
в е л и ч и н  п е р в о г о  п о р я д к а  п о  ч и с л у  М а х а  о п р е д е л я е т с я  с п е к т р  в о л н ы  п р и  
х  >  0 .  Н е л и н е й н о е  в з а и м о д е й с т в и е  к о м п о н е н т  и с х о д н о г о  с п е к т р а  п р и 
в о д и т ,  в о о б щ е  г о в о р я ,  к  и з м е н е н и ю  а м п л и т у д п о й ,  ч а с т о т н о й  и  ф а з о в о й  
х а р а к т е р и с т и к  с п е к т р а .  О п р е д е л я е т с я  р а с с т о я н и е ,  н а  к о т о р о м  э т и  и з м е 
н е н и я  с у щ е с т в е н н ы  ( р а с с т о я н и е  п е р е м е ш и в а н и я ) .  Р а с с м а т р и в а ю т с я  н е 
к о т о р ы е  ч а с т н ы е  с л у ч а и  с п е к т р о в ,  п о к а з ы в а ю щ и е ,  ч т о  п р и  о д и н а к о в ы х  
п е р и о д а х  и  ч и с л а х  М а х а  н е л и н е й н ы е  и с к а ж е н и я  н е м о н о х р о м а т и ч е с к о й  
в о л н ы  п р о п о р ц и о н а л ь н ы  ш и р и н е  с п е к т р а  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  б о л ь ш е ,  ч е м  
м о н о х р о м а т и ч е с к о й .  Н е л и н е й н о е  в з а и м о д е й с т в и е  п р и в о д и т  к  « р а с п л ы в а 
н и ю »  с п е к т р а  к о н е ч н о й  ш и р и н ы  в  о б е  с т о р о н ы  и ,  в  н е к о т о р ы х  с л у ч а я х ,  к  
« п е р е м е ш и в а н и ю »  с п е к т р а  в н у т р и  и с х о д п о й  п о л о с ы  т а к ,  ч т о  в н у т р и  и с 
х о д н о й  п о л о с ы  д о л ж н а  н а б л ю д а т ь с я  т е н д е н ц и я  к  р а в н о м е р н о м у  р а с п р е 
д е л е н и ю  « с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и » .

При распространении интенсивного шума, когда нелинейными свой
ствами среды и уравнений пренебречь нельзя, спектр шума в результате 
нелинейного взаимодействия между различными участками спектра будет 
изменяться в процессе распространения. Представляется интересным 
выяснение особенностей этого взаимодействия, имея ввиду невыполнение 
в этом случае нрипципа суперпозиции. Отметим, что нелинейное взаимо
действие в случае спектра, состоящего из двух компонент, рассматривалось 
в II]. Здесь будет рассмотрен случай распространения в недиссипативной 
среде плоской волны с произвольным дискретным спектром, однако таким, 
чтобы в волне не было слабых разрывов. Можно предполагать, что за
кономерности изменения дискретпого спектра будут иметь много общего 
с изменениями непрерывного спектра шума. По существу здесь будет дан 
несколько более подробный, чем это делается обычно, анализ римановского 
решения для плоской волны.

Как известно, при еМ<^1, где е= (у+ 1 )/2 , y = c v/cv и M =F/c0 — число 
Маха*, римановское решение для волны, бегущей в направлении я^>0, 
может быть представлепо с точностью до членов — М в виде

где F — скорость смещения при х  и t ,  ф — скорость при х =  0.
Поскольку нас интересует периодический процесс, можно выбрать t

достаточно большим: —  (1+еМ ). Тогда, разлагая (1) в ряд в точке
Со

*  Д л я  п е р и о д и ч е с к о й  в о л н ы  с о  с л о ж н ы м  с п е к т р о м  ч и с л о  М а х а  м о ж е т  б ы т ь  о п р е 
д е л е н о  р а з л и ч н ы м и  с п о с о б а м и : _ 1 )  к а к  о т н о ш е н и е  а б с о л ю т н о г о  м а к с и м у м а  |У| з а  п е 
р и о д  к  с о ', 2 )  к а к  о т н о ш е н и е  V V 2/с 0 ,  г д е  ч е р т а  о з н а ч а е т  у с р е д н е н и е  з а  п е р и о д .  М ы  б у 
д е м  п о л ь з о в а т ь с я  п е р в ы м  и з  э т и х  о п р е д е л е н и й .
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т =  I — х /  с0 и считая, что

получим

.г*е—  шах
'о

F  ( г ,  х) =  <р ( г  -  - J )  [1

При х =  0 ф (г) может быть представлена в виде ряда Фурье *:
со

Ф (t) =  2  а*Р  (п0  +  («0 *  (4)
п=0

Подставляя (4) в (3) определим скорость F (г, х). Для определения 
изменения спектра разложим V (t, х) в точке х в ряд Фурье:

со

V (t , ж) =  2  (х) с  (иг) +  fin (х) 5  (/гг). (5)
п=0

Простой, но довольно громоздкий расчет дает соотношения, определяю
щие преобразование исходного спектра {ак, Ьк} в спектр на расстоя
нии х {Ак, Вк) с точностью до членов ~  М

Л  = «0

Ап \ С  ( и х )  - -  £  (тгх )

—  « л +
В п > £  (г с х ) ) -  С (nx)

»  A f i S . nps M {3)1 yj nps nps
2 j s a Pa s f  $ a sbp +  sapbs - f

V.s=0 г (1 ) Г  (2) 
/ -'np&

r (  3)
А>лр$

Г (4) 
■fi'rips

Здесь Z =  (i)xe/2c*o и введены обозначения:

M (npS =  (Oj +  б2) £  I(S — //) ж] +  a3S [(s +  p) x ] ; 
finps =  — (°i — g2) C [(s — //) x] — c3C [(« +  p) x], 

Mnl> — — (<3i +  62) c  [(.9 — p) x] +  asC [(.V -1- p) X]; 
fin,is =  — (<3i —  o2)fi [(* — /;) x) +  o3fi f(s +  p) x], 

M\?ls =  (в! +  c2) 6’ [($ — p) x] +  osC [(.9 +  p) x ];
finps =  (a, — 02) £[(&• — Jt») x] -1- a3fi [(s +  />) X],

Mills =  (Oj +  g2) S [(s — p) x] — a3S ((s +  p) x];
finps =  — (<5i — 62) C [(s — p) X] -I- asC [(.9 +  p) x],

где a, =  a (n - j -  p — .9), c2 =  a (n — p +  .9 ) ,  g3 =  a (— n -\- p -j- .9 ) ,  а функция 
о (//г), где m  — целое число, определяется

а(т) = sin тп 
тп

f 1 т =  °«
1 0 т ф  0V

* Здесь и в дальнейшем мы будем пользоваться сокращенными обозначениями 
для тригонометрических функций C(nt)= cos  пт, S(nx) = s in  пкх и так далее.
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Легко видеть, что для монохроматического излучения (a ^ = v0=hO) 
из (6) и (7) следует обычное второе приближение:

V (t, х) =  v0 costo (t — х /  с0) — Z sin 20> (£ — x j  c0) , (9)

где Z =  (oxev* j 2cjj. %
Условие (2), помимо малости числа Маха, определяет пределы приме

нимости (5) — (7)*. В частном случае монохроматического излучения 
из (2) следует, что (9) применимо до ж<1/вШ , т. е. до расстояний, мень
ших расстояния образования разрыва. В волне сложной формы на рас-
стояних х  — Со/етах|<р'| также образуется разрыв. На этом расстоянии 
исходный спектр существенно «расплывается и перемешивается». Исполь
зуя известное из теории рядов Фурье неравенство [as|, | b8 |<jmax | <р'| /ms2 
(справедливое для рядов с убывающими коэффициентами), можно опре
делить расстояние перемешивания через амплитуды спектральных состав
ляющих

о
eti)S“ а

где берется максимальное из значений s‘ 
Рассмотрим амплитудные, частотные 

трансформированного спектра. Из (5)
=  У а 1 -[- Bl, а фаза ctg6„ =  — Ап/Вп.г)

а31 или s21 bs | (s =  1, 2,. ..). 
и фазовые характеристики 
амплитуда гс-ой гармоники
Из (6) и (7)

Лп =  Ап1С (пх) +  An2S (пх), Вп =  BnlS (пх) +  Вп2С (пх),
где

со

Ащ =  Вп1 =  ап -|- Z 2  s {(apbs — dsbp) (oL -f- o2) +  (isbp) o3},
V ,  6 — 0

CO
An2 =  Bn2 — bn -j- Z 2  s {(dpds H“ bpbs) (<3X 32) -j- (dpds bpbs) G;{} .

V .  6 = 0

vn =  У  A h  +  A2

clg bn =  —
AnlC (nx) 
A ^ S  (nx)

-П2
A n2s  (nx)

У B h  +  Bh
BnlC (nx) — Bn9S (nx)712

А С. (  гюЛ BnlS (nx) +  Bn9c  (nx)112
Из (66) видно, что нелинейное взаимодействие компонент приводит к 
изменению как амплитудной, так и фазовой характеристики спектра.
В (7) отличны от нуля и дающие спектральные компоненты
вида со (/> +  )̂, со ( р — s). Кроме этих компонент и компонент исходного 
спектра в трансформированном спектре {Ah, В*}, в этом приближении 
никаких других компонент нет. Если исходный спектр {а*, 6*} имел 
конечное число компонент т, то число компонент г трансформирован
ного спектра удовлетворяет условию: 2т г т (т +  1)**. При конеч
ной ширине исходного спектра преобразование (6), как и следовало 
ожидать, приводит к удвоению ширины.

Особенности изменения амплитудной характеристики спектра рас
смотрим более подробно для случая спектра конечной ширины от />:о>

* Необходимость этого условия определяется тем, что в недиссипативной среде 
при малых, но конечных числах Маха па конечном расстоянии накапливается разрыв.

** Наибольшее число частот в трансформированном спектре получается в том 
случае, когда все суммарные и разностные частоты отличаются от частот исходного 
спектра.
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до /а )(/> /с ) с одинаковыми амплитудами компонент:

» « > = » .  i  с  и » = . .  .п=Л'
Пользуясь (6), (66) и (7), получим амплитуды гармоник:/с =  1; / >  1 2 к < 1 2 к > 1

Z n ( l - k  — n- { - 1) 0 < л < & ; Zn (1— к— л + 1)
Z2n2 \ Г Z2n2 ] 0 <  л  ^  1 —  к;■ ^ Г  [2Z— и ( и + 1  )]П v0 / с < л < £ ;Ч  +  2 г Ч  "  +  1 , J

1 <  л / с < л < /  —  к; „ п ( п  — 2 k + i )Г Z2n2 I 2

2ft+1)2J 2/с <  л  <  1 +  к;л(2/— л + 1 ), [21 -  п (н -  1)] 2/ с < л < / ; 2  2
п (П _  2к +  1) 1 +  к <  п <  21;2 L 2

г, 1.(21 -  Л +  1)Z  2 
1 +  к < п < , 2 1 ;

( 11)

(12)

U,7

Нелинейные искажения в различных частях спектра различны. Ха
рактер изменения спектра показан на фиг. 1—3. На фиг. 1 показано 
изменение амплитудной характеристики спектра (нанесены огибающие

спектров) при к =  5; I =  15; М =  1,1 - КГ3; 
v0 =  10 см /  сек в зависимости от Z: 1 — Z =  
=  2,5 • 10“3 см I сек; 2 — Z =  5-1СГ3 см/сек;
3 — Z =  КГ2 см /сек; 4 — исходный спектр. На 
фиг. 2 дана зависимость изменения спектра 
(Z =  10‘ 2 см/сек; М =  1,1 •10"3; v0 =  10 см/сек) 
от положения спектра на шкале частот; на 
фиг. 3 — зависимость изменения спектра (М =  
=  1,1 • 10”3; к =  5) от его ширины: а — I =  15; 
Z =  10~2 см/сек; vQ =  10 см / сек; б — I =  25; 
Z =  0,27 • 1СГ2 см / сек; v0 =  5,24 см / сек. Нели
нейные искажения максимальны на частоте
/1 \ i\ Л Q [(2/с — 1) со +  0] г,(/с -)- /) со, они имеют величину ^ ---- —^-Zt
где Q =  (/ — /с -(- 1) со — ширина исходного 
спектра; отметим, что эти искажения в высо
кочастотной части спектра зависят не только 
от ширины исходного спектра (фиг. 3), но и 
от положения спектра па шкале частот (фиг. 2). 
Нелинейные искажепия в низкочастотной части 
спектра имеют максимум на частоте Q/2 (при 

Q/2<^ka); величина максимума Q2Z /4со2 зависит только от ширины 
спектра. Нелинейные искажения в низкочастотной части спектра меньше, 
чем в высокочастотной части спектра. Расстояние перемешивания можно 
определить из условия малости максимальных нелинейных добавок по 
сравнепию с v0/2, что дает

510

Т ~

■

______________ / Г х/  v \

I Г

w Ню Iw
Фиг. 1

21(1)

2с0
z [ Q  +  (2k —  1) со] М  ’ (13)

где число Маха М =  Qv0lioc0. Таким образом, при одинаковом периоде 
и числе Маха, расстояние перемешивания немонохроматической волны
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Фиг. 2

Фиг. 3

короче расстояния монохроматической. Нелинейные искажения немоно- 
хроматической волны пропорциональны ширине исходного спектра и 
■больше, чем в случае монохроматической волпы.

Определим расстояние образования разрыва для колоколообразного 
импульса, заданного уравнением

Ф (о = (-172<*<ту2).
Число Маха М =  v0lc0) max | ф' | =  y~2fiv0e-'l* из (3)

<“ >

где т == 1/р — длительность импульса. Из формулы (14) следует, что рас
стояние образования разрыва имеет порядок отношения длины импульса
■б А к у сти ч еск и й  ж у р н а л , № 2
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в пространстве к числу Маха. Здесь, так же как и в предыдущем примере, 
увеличение ширины спектра (укорочение импульса) при постоянном числе 
Маха приводит к уменьшению расстояния перемешивания.

Хотя решение (5) — (7) определяет трансформацию спектра во втором 
приближении, легко видеть, что при условии отсутствия разрывов процесс 
распространения волны может быть исследован методом последовательного 
применения соотношений (6). Покажем это на примере волны, монохрома
тической у источника. Получим на расстоянии х х: v\ =  vo\ v2 =  \\xlvfJ2~ 
на расстоянии х2'> х 1

р*г;*!
г х =  ?;0----- у- хх (а*2 — хгу,

где ц -= сoe/cf). Все гармоники (н>1) возрастают—^ 1. Амплитуда основ
ной гармоники убывает: член, определяющий убыль, —г?;5-

Этот формальный метод гармонического анализа римановского реше
ния подчеркивает некоторые особенности нелинейного искажения сложного 
спектра. В отличие от нелинейного искажения монохроматической волны, 
конечный спектр волны сложной формы, вообще говори, расширяется в обе 
стороны. Поскольку нелинейные искажения немопохроматической волны 
(при постоянном числе Маха) определяются также и шириной спектра, 
можно предполагать, что изменение ее спектра происходит быстрее, чем 
в случае монохроматической волны того же периода. Если исходный спектр* 
заполнен неплотно, то наряду с расширением спектра в область низких 
и высоких частот в результате нелинейного взаимодействия, вообще го
воря, могут заполняться промежутки между исходными частотами. Влия
ние нелинейности, таким образом, приводит к тому, что в некоторых слу
чаях должпа наблюдаться тенденция к превращению в волну с равномер
ной «спектральной плотностью» в полосе исходного спектра.

Мы рассматривали случай плоской волны. При других геометрических 
условиях распространения скорость перемешивания «спектральиой плот
ности», по-выдимому, будет существенно меньшей, однако, имея в виду 
зависимость расстояния перемешивания от ширины спектра, при измере
нии спектров мощных шумов следует иметь в виду возможную зависимость 
характера спектра от расстояния между источником шумов и точкой на
блюдения.

В заключение выражаю благодарность II. Н. Андрееву и В. А. Кра
сильникову за полезные замечания и внимание к работе.
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