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Рассмотрена задача о переходе изгибных волн, распространяю­

щихся по полубескопечному стержню, в другой такой же полубесконсч- 
ный стержень через стержень конечной длины, отличающийся по упру­
гим параметрам и сечешпо.

Предполагается, что во всех стержнях распространяются чисто на­
гибные волны, причем в промежуточном стержне имеют место потери, 
пропорциональные скорости изгибных колебаний.

Рассмотрены различные частные случаи, представляющие методиче­
ский и практический интерес. Показано, что потери существенно влияют 
на коэффициент прохождения изгибных волн через промежуточный стер- 
жепь, в особенности если он резко отличается по своим параметрам от 
полубесконечпых стержней.

Рассмотрим переход изгибных волн, распространяющихся по нолубес- 
коиечпому стержню, через стержень конечной длины, граничащий с дру­
гой стороны также с полубесконечным стержнем. Предположим, что все 
три стержня, соединенные между собой в стык (см. фигуру), совершают 
чисто изгибные колебания, причем какие-либо иные деформации на сты­
ках стержней, помимо вызванных бегущими и неоднородными изгибными 
волнами, отсутствуют. Пусть промежуточный стержень выполнен из ма­
териала, характеризуемого комплексным модулем упругости:

Е  =  Е 0 (1 +  щ ) .  (1)

Этим самым принимается, что потери в материале стержня пропорцио­
нальны скорости колебаний. Далее предположим, что величина коэффи­
циента потерь т) мала (ц <  1), и коэффициент пространственного затухания 
у  (у  <  1) при распространении изгибных волн по бесконечному стержню, 
выполненному из такого же материала, выражается формулой:

При условиях равенства с обоих сторон каждого стыка изгибных момен­
тов, срезающих сил, колебательных смещений и колебательных скоростей, 
коэффициент прохождения бегущей изгибной волны через промежуточный 
стержень можно выразить формулой:
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где P x ,yj  Q дм/, M Xty — специальные оиераторы, имеющие значение

Р «.У = 1 + 2х у  +  2x h j + 2x h j + х * у 2, (4)
Q X' V = l  +  x  +  x 2y  +  x 3u, (5)

M x, v =  i - x Y ~ ,  (6)
где ж принимает значения inp ,  inq (n  =  0, 1, 2, 3), г/ получает значе- ния а, Ь.
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В формулах (4)—(6) приняты следующие обозначения:

а =  В 1/ B 0j р  =  ki/k0, b — B J B z t q  — &i/&2» ф

j  =  0 , 1 , 2 , — нумерация стержней по направлению распространения из- 
гибной волны, E j  — модуль упругости /-го стержня, I j  — геометрический 
момент инерции /-го стержня, B j - ~ E } I j  — жесткость на изгиб /-го 
стержня, Xj  — длина изгибной вол­
ны в /-ом стержне, k j  =  2к/Х$  — 
волновое число [1].

Конкретные значения операто­
ров (3)—(5) могут быть получены 
путем подстановки соответствую­
щих J значений х , у . Например, 
при х  =  i nq , у  =  Ь получается

l\nq, ь = 1  +  2 inqb  +  2 (Г ?)2 b +

1 +  2 { inq f  b +  (inq Y  b2.

'-Перейдем к рассмотрению не­
которых частных случаев, пред­
ставляющих наибольший прак­
тический интерес. Если длина
промежуточного стержня мала, но потери гвелики (ср<^1, 
то коэффициент прохождения равен

DQ1^12g~(CP+iW)
1 -  Rai Я21

где ©0 1 , © 1 2 — коэффициенты прохождения экспоненциальной (неоднород­
ной) изгибной волны через границу соответствующих полубесконечных 
стержней 01; 12; В о й  В 2 1  — коэффициенты отражения бегущих изгибных 
волн на стыках полубесконечных стержней 01 и 12.

Физический смысл выражения состоит в том, что при большом затуха­
нии, определяя прохождение и отражение изгибной волны на данном сты­
ке, можно не учитывать реакции волн, отраженных на соседнем стыке. 
Большое затухание ослабляет только амплитуду бегущей волны. Ампли­
туда же экспоненциальной волны не изменяется (экспоненциальная волна 
приобретает волновой характер).

Коэффициенты Z), R  связаны с параметрами стержней соотношениями:
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Таким образом, при малой длине промежуточного стержня и 'большом 
затухании, т. е. в том случае, который приближенно реализуется при со­
единении длинных стержней коротким стержнем, выполненным из мягкого 
материала с большим затуханием, коэффициент прохождения / )02 пропор­
ционален произведению независимых коэффициентов прохождения экспо­
ненциальных волн через отдельные стыки стержней.

Рассмотрим другой приближенный случай. Пусть между двумя стерж­
нями включен короткий промежуточный стержень с малым затуханием. 
Приняв для упрощения, что крайние стержни характеризуются одинаковыми
величинами жесткости па изгиб и волновыми числами и разлагая в ряд е {П':1,
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получим, ограничиваясь первой степенью у/,

H S  +  < - 1)П ^ ,п р. / е‘ П<Р]
А>2 —

71=0 n= 0 (9>

2  (Лпр. /  е<”  (1_1)ф- 4Л/р . .+ < *  -  о  т* 2  <p i V  „>••*" ,1- <) ф
п=0 п = 0

Можно показать, что каждая сумма в числителе (9) представляет собой 
чисто действительную величину, так как комплексные слагаемые, входящие 
в каждую из сумм, сопряжены между собой и поэтому дают при сложепии 
действительную величину.

Введя обозначения
з з

Д ° = 4 р а  2  i» {Q inpt „)* e‘n<p; A? = 4 p a  2  ( -  1)" (<?*»p. a)2 e‘n-;
n = 0  71=0

3 3

A =  2  ( V .  •>* е‘П <1_<> ̂  А* =  2  (Л "р. a)2 ^  (1- ‘> ", ( 1 - 0 .
n = 0  n = 0

получим
^  A d  +  i y l A ?

D °2 ~  "A '+ T iA *  ’ (9a)

и переходя к отношению энергий и пренебрегая величинами второго по­
рядка малости

Й 12 _02 I — D
1 — 2 y l  Re (10)

Допустим, что потери в промежуточном стержне отсутствуют. Тогда 
при некоторой частоте колебаний в промежуточном стержне возникнет 
резопанс, характеризуемый полной звукопроницаемостью стержня. При 
введении потерь в промежуточный стержень звукопроницаемость не будет 
достигать единицы, причем частота, на которой звукопроницаемость будет 
максимальна, уже не будет совпадать с частотой резонанса эквивалентного 
стержня без потерь. Однако различие коэффициентов звукопроницаемости 
на частоте, соответствующей максимуму звукопроницаемости стержня с 
потерями, и на частоте, полной звукопроницаемости стержня без потерь, 
мало и им можно пренебречь вплоть до значений y l —-0,3 с ошибкой не более 
0,01. С этим приближением можно считать (поскольку при резонансе 
| Дс  | =  | Д |) коэффициент прохождения D 02 па резонансной частоте

Z & = 1  —  2r Z R e ^ - .  (И )

Рассмотрим теперь прохождение изгибной волны через длинный про-
межуточный стержень (Z > у  А,), обладающий небольшими потерями (т]<^1).
В этом случае можно снова выразить коэффициент прохождения D 02 
через коэффициенты прохождения каждого из стыков в отдельности. Пре­
небрегая изменениями этих коэффициентов, обусловленными комплекс­
ностью модуля упругости промежуточного стержня и учитывая потери 
в промежуточном стержне лишь комплексностью его волнового числа, 
можно представить коэффициенты отражения и прохождения через про­
межуточный стержень в форме

/?о! +  Л,2 ei2
^02 —

^02 —

1 — До1 Д,а (ф+4т,) 1
Дц Pit е* <ф+ ы >

1 — Л10 Л,* ei2 (ф+<т1)

( 12)
(1 3 )
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Если потери достаточно велики, то можно полагать 

Тогда выражения (12)—(13) перейдут в следующие:
(14)

R 02 R 01» (15)
D 02^ D 01D l2 e ' W < 4  (16)

Физический смысл выражений (13)—(16) заключается в том, что с воз­
растанием R  большая доля изгибиой волны претерпевает большее коли­
чество отражений внутри стержня перед тем, как проникнуть в третий 
стержепь. Тем самым как бы удлиняется путь прохождения внутри про­
межуточного стержня и соответственно увеличиваются потери энергии 
изгибной волны на протяжении этого пути.

Из сказанного выше следует, что, чем больше различаются между собой 
параметры наружных и среднего стержня, тем больше скажется затухание 
внутри этого стержня на уменьшении изгибной волны, прошедшей через 
него. Можно показать, что это будет иметь место не только при резонансе, 
как об этом говорилось выше, но и в некоторой области частот, прилегаю­
щей к резонапсной.

На частоте, соответствующей антирезонапсу промежуточного стержня, 
затухание также уменьшает коэффициент прохождения. Аналогичный 
эффект уменьшения коэффициента прохождения из-за наличия затухания 
имеет место и в том случае, когда плоская звуковая волна из одной жидкой 
среды через жидкий плоский слой переходит в другую жидкую среду. 
Различие заключается в том, что в случае изгиба локальные коэффициенты 
отражения и прохождения определяются возникновением не только бегу­
щих, но и неоднородных, экспоненциально затухающих изгибных волн. 
Резонансная частота (при которой через промежуточный стержень пройдет

ч 0|Ь|2 А т>максимум энергии) находится из уравнения: — =  и. Ь результате мы
получим

sin (2ср +  arg Л10 +  arg R 12) =  — 6 (1 — | R 10 R n  | e~2Y'). (17)
В зависимости от величины потерь в промежуточном стержне, максимум 
прохождения смещается по частоте. При этом оказывается, что для выпол­
нения условия неизменности 1-й резонансной частоты длина промежуточ­
ного стержня должна быть тем меньше, чем больше затухание.

Коэффициент прохождения на частоте, которая является частотой 
полного прохождения промежуточного стержня без потерь, составляет при­
ближенно

R 02 — 1 Аи Dio - (18)'
На этой частоте уменьшение коэффициента прохождения, обусловленное 
потерями, наиболее выражено.

Для иллюстрации полученных соотношений на графике приведена 
зависимость эффективной величипы затухания в промежуточном стержне 
в единицах у/ от значения а . Кривая 1 относится к случаю а =  / /г0.
при Е х =  £о> Pi =  Ро*> кривая 2  —  к случаю а  =  рх /р„ при кг =  /?0, Е 1— Е 0г 
а также к случаю /гх =  й0, рх =  р0 при /гх =  //0, рх =  р„.

Из графика следует, что изменение hx / fi0 значительно больше вли­
яет на уменьшение D , чем изменение Е х / Е 0 и р, /р 0. Физически это* 
объясняется тем, что в этом случае больше возрастает различие жестко­
стей на изгиб стержней и их волновых чисел (поскольку моменты инер­
ции — /г3), что и приводит к увеличению локальных коэффициентов 
отражений, а следовательно, и потерь в стержне на резонансной частоте.
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