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О ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО ИЗЛУЧАТЕЛЯ В СЛОИСТО-НЕОДНОРОДНОП 
СРЕДЕ, ОГРАНИЧЕННОЙ НЕРОВНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ

Ю. П . Лысаиов
В приближении метода малых возмущений получено интегралъпос 

представление поля точечного источника, расположенного в слоисто-не­
однородной среде, ограниченной пологой синусоидальной поверхностью.

Найдем в приближ ении метода малых возмущ ений поле точечного 
излучателя, располож енного в неоднородной среде, показатель прелом­
ления п  которой  является  функцией тол ько вертикальной координаты  z . 
С верху неоднородная среда ограничена неровной поверхностью , уравне­

ние к оторой  имеет вид z  =  £ (я) 
(см . ф игуру). И сточник располож ен 

n ^  в  точке ( 0 ,0 ,  z0) .
' Судом характеризовать поле то ­

чечного источника потенциалом ск о ­
ростей  <р ( x , y 9 z ) ,  которы й долж ен 

Q(o.o.z0)  удовлетворять:
I а) в  области  z ^ > t ( x )  волновом у

z  уравнению

Аф +  к У  (а) ф =  —  4иб3 (.ft), (1)

где к 0 —  волновое число при z  =  z 0, 63 ( R )  =  6 ( х )  6 ( у )  б ( z  —  2 0)—  трехм ер­
ная дельта-ф ункция, Л  =  V я2 +  у 2 +  ( z  —  2 0)2;

б ) граничном у усл ови ю  при 2 =  £ (я ). П редполож им , что неровная 
п оверхн ость  является  свободн ой  и па ней вы полняется условие

Ф ( х > У у £) =  0 ; (2)

в) при z —> ос поле долж но иметь характер уходящ их на бесконеч­
ность волн.

Временная зависим ость поля определяется множителем к о то ­
рый в дальнейшем будем  опускать.

Выберем уравнение неровной поверхн ости  в виде £(ж) =-= b c o s q x ,  
причем будем предполагать, что k Qb 1 и q b < ^  1. В  этом случае для 
решения задачи м ож но воспол ьзоваться  методом малых возмущ ений. 
Переносом граничные усл ови я , заданные на п оверхн ости  z  =  t , ( z ) ,  на 
пл оскость  2 =  0, разлагая <р ( х ,  у , £) по степеням

Ф (*. У ,  С) =  Ф (х> у .  0) +  (g j )Q I  +  у  ( § г ) о С2 +  • • • =  0. (3)

И ндекс 0 означает, что производная вы числяется при 2 =  0. Рассма­
тривая действие неровностей, как  малое возмущ ение, разлож им 
ср (х , ?/, г) в  ряд по степеням к 0Ь:

ф (ж, у ,  z) =  фо (X ,  у ,  z) +  Ф.1 СX , у ,  г )  -|- ф2 ( х ,  у ,  z) -I- . . . ,  (4)

где т -ое  приближ ение фт  —  ( к 0Ь)т . ф0 (х , у ,  z )  соответствует полю , соз-
даваемому точечным источником  в рассматриваемой среде, если  бы она 
была ограничена плоскостью . П одставляя ряд  (4) в уравнение (1) и
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в граничное условие (3) и собирая вместе члены одинакового порядка 
по получаем для каж дого приближ ения отдельно свое уравнение:

Дфо +  lcln2 ( z )  фо =  —  4 я 6 3 (Я), (5 )
Дф.ш +  k i n -  ( Z) <Pm =  0  ( in  =  1 , 2 , 3 , . . . )  (6)

и граничное условие на плоскости  2 =  0

9о (я, У, 0)

Фх (ж. «Л 0)

ф2 ( х ,  у ,  0)

=  0
/дф о У  у 2)

dz t  =  0
о

/  дф! (*, у , s)\  £
V dz К '

1 (  а2д)р (у, у, г) \  v2 _  а
2 \

Я )

J

Реш ение уравнений (5) и ((>) будем искать в виде

со

фо (s> 2Л 2) =
1

2я F ou(z, %, г)) c?i],
—  СО

4- со

Фх (Ж, y,z)=  Д- (2 ,1, л) в ‘ «+«)*+4ад г/г| +
СО

СО

+  ^  F_H  (z, I ,  rj) e{('-e>x+ iw
—  CO

4- со

ф2 ( x ,  y,z )=  Д -  F 02 (z, g ,  X]) e^+^У d g  dr) +
—  CO

+  oo CO

(8)

( 9 )

- f   ̂  ̂ / ’'22 (2 , g, Л) «i(e+2l,)r + ie  dg dr] +  ^  (z - 1l) <,ia - 2 q )x + iw d i d i )
— OO —  CO

(10)

У функций F lm ( z ,  т]) первый индекс (/) соответствует множ ителю 
при q  в показателе экспоненты , второй  (иг)—  порядку приближ ения.

Ф ункции F 00( z ,  £ ,т)) и F lrn( z ,  г)) удовлетворяю т соответственно 
уравнениям

<P/oof e £,t|) +  №  ( 2) -  g 2 -  V ]  F 00 (z, I ,  л )  =  —  2 6  (z -  so ) , ( И )

*  /' ' ,,;/S L —  +  [* S " a ( * )  -  ( 6  +  к ) 2 -  -I2! ( г ,  g ,  4 )  =  0
и граничным условиям  при 2 =  0:

К о  (0, £, п) =  0,

f  ± «  (0, I , Ц) =  -  } ( ^ )  :,

&±22 (0 , ? л) -  2 / ± 1 1  \
V Л  К

'L l  8 5^ o o \
v * •  4  ’02 (0 , It л) =

b /dFi\ ^ - н \ b22 V tfz dz /„ 4 v * *  4 '

( 12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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Ф ункцияv

условиям :
/',)„(s , с,, т]) долж на удовлетворять при z  =  z 0 следующим

^ ± (З о ,1 ,Л ) = ^ а д ( г0.1.'П).

В ф ормулах (13)— (18) через F no (z, т)) обозначена функция
F 00 ( z , i , r i )  при z < z 0 и через F™ (z , ц) —  при z > z 0. П редполож им , 
что нам известны  точные или приближ енные решения уравнений (11) 
и (12). Обозначим два линейно-независимых решения этих уравне­
ний через

(I>i (z, I  +  l q ,  ц ), Ф 2 (s , s +  l q ,  Л). (19)

причем последнее решение соответствует при z —> о с  уходящ ей  в беск о­
нечность волне. Тогда

(z, I ,  TJ) =  А Ф г (z , ! ,  л )  +  В Ф г  (z, I ,  п ) ,  (20)

^А(*Л,т1) =  СФ1(г,6,Ч), (21)
F l m { z ,  Т]) =  / )Ф 2 (z , Т|). (22)

Д ля сокращ ения записи в аргументе функций Ф | и Ф 2 временно 
опустим  £ II т| за исключением того  случая, когда £ входит в виде 
комбинации & -|- /гу. Т а к , Ф , (2 ) означает Ф , (2 , Е-, ц ), а Ф х (2 , с, +  l q )  —  
Ф , (2 , Е, +  l q ,  г)) и так далее.

П остоянны е А ,  В , С и I )  буд ут  определены, когда мы подставим 
выраж ения (20)— (22) в уравнения (13)— (18). П осле просты х преобра­
зований получаем

00 V*. I .  0) =  W  W f  1Ф1 (0) ф * (2) -  Ф * <°> (Dl <*>!’

F t ,  (z, I ,  л) =  £  (Фх (0) Ф 2 Ы - Ф ,  (0) Ф , (z„)),

и  1„ £ '■ (|),д (г°1 ф- (г’ H i )
—11 ( z ’ 11~  6 ф 2(0) фг (о, I  ±  ?) ’

Ф2 (г») Ф2 (г, | ±  2?) Ф;  (0, | ±  q)
F ±22 (z , I , ц) — 2 Ф2 (0) Ф2 (0, | ±  2?) Ф2 (0, | ±  q)

: (23)

(24)

(25)

(20)

р  , ,  t  ** Фг Ы  Ф , (» )  Ф 2 (° -  6 -I- 9)
02 1 ’  6 ’ 9 2 Фг (0) ф2 (0) Ф, (0, I +  ,,)

-I- ф ; ( о. 6 — »>■
Ф * ( 0 ,6 - 9 ) .  •

Через И7 обозначен вронскиан

ТУ =  Ф , (г0) Фг (г0) —  ф'г (z0) Ф 2 (г#); Ф ’1.2 (* , I ,  Л) =  Тг ф ы  (z - 5» "П)-

П одставив выраж ение (23)— (27) в формулы (8 )— (10) и сделав в инте- 
гралах (9 )— (10) замену переменной, мы мож ем записать выражение 
для полного поля с  учетом  второго  приближ ения в виде одного инте­
грала:

Z >  z„

Ф (*> У> *)

4- со
J T  Г ф» (г, с. Т|) 
2л 1 )  Фг (0, е, т,)

—  СО

(I , Л) e* x+i™ d l  dr] (28)
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Z О о

—  СЮ

— ~ Ф, (s0l 5,11) а>1 (2,5,1)) J to + iw  d l  ch\, (29)

где

■ й (0,г,) =  -ф - [Ф]{0.5.-л) Ф г  (z0, I ,  л )  —  p 2 ( 0 , i , T ) ) ® 1 ( z , 5 ,1))1
I й>2 (20, 5 "г  <7, Л) , Фг (zo> 5 q< Л)]
L Фг (0, | 4-9 . Л) ‘ фг (0, g —  Л) J

, b" Г ® 2 (г», S -I-.2<?. 11) Ф.) (О, I  +  q, 1)) ( ®г (г0, £ —  2q, Ji) ((),; —  q, 1])

~  "2~ [  ф * (О , I  + | 5 , г , ) ф и р Т Т + Т л )  " г  'ф » ( 0 . 5 ~ 2 r / , i ] ) a > . , ( 0 , g - r / „  Ч).

, Фг (з0, %, 1)) / ф 2 (°» t  - г  '!• Л) , ® 2 (°. ь —  q, Л) \

Фг (О, i  Ч) \  Фг (О, 6 +  ?.  Л) ' Фг (О, I  -  Я. Л) )  ’

( 5 ,  Л )  -  5 ,  ( I ,  Л )  +  W  Ф *  ( ° >  Ч )  Ф х  ( 2 о ,  5 ,  Л ) -
Ф орм улы  (28)— (29) даю т интегральное представление ноля точечного 

источника, располож енного в слоисто-неоднородной среде, ограниченной 
пологой  синусоидальной поверхностью . М ож но предполагать, что на их 
основе м огут  быть исследованы  частные случаи для различных функций 
п  ( z ) .

Акустический институт АН СССР
Москва

Поступила в редакцию 
9 декабря I960 г.

4*


