
А  К  У  €  Т  И Ч  Е  С К  И  Й Ж  У  Р  Н А Л

Т о м VII 1 9 0 1 В ы п. '»

ТЕОРЕТИЧЁСКОЕ ИGCJIБДОВА11И Е I 1ЕКОТОРЫX 
КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ

Л . О. М а к а р ов

Исследуются особенности распространения крутильных ноли в стер­
жнях н возможности осуществления усиления крутильных колебаний 
как по углу закручивания, так и по амплитуде сдвиговых смещений. 
Анализируются волноводные свойства крутильных концентраторов при 
работе на заданную нагрузку. Рассмотрены крутильные колебания топ­
кого круглого диска, поляризованные в его плоскости, и показана воз­
можность осуществления волноводных опорных изоляторов для стерж­
невых крутильных колебательных систем.

Волновое уравнение распространения крутильных колебаний (см. 
например, II]) в стержне переменного сечения имеет

Ыр(*) ду
дх дх

здесь х — текущая координата вдоль оси стержня, ср — переменный угол 
закручивания, Iv — полярный момент инерции поперечного сечения, 
р — плотность, G — модуль сдвига используемого материала.

На основе решения этого уравнения могут быть рассчитаны различные 
типы стержневых концентраторов крутильных колебаний ([21, 13]). Если, 
например, полярный момент инерции поперечного сечения концентратора 
уменьшается вдоль оси х  по экспоненциальному закону, как показано 
на фиг. I, а

1 Р (;х) =  1р0- е - * х,

то на конце полуволнового отрезка длины I, начиная от входного сечения, 
полярный момент инерции равен

fpi =  /ро
а амплитуда угла закручивания, по сравнению с входным сечением, 
увеличится в отношении

Величину N } в дальнейшем мы будем называть коэффициентом момен­
тов.

Ступенчатый концентратор крутильных колебаний, составленный из 
двух однородных и симметричных четвертьволновых стержней с поляр­
ными моментами инерции fv0 и / р|, будет иметь коэффициент усиления 
по углу закручивания

Аналогичные результаты могут быть получены и для других типов 
стержневых концентраторов — катеноидальних, конических и тому ио- 
добн ых.
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Особый интерес с точки зрения ряда возможных практических приме­
нений (14|, [51) представляет получение усиления не по углу закручивания, 
а по амплитуде линейных сдвиговых смещений. С этой точки зрения пер­
спективны стержневые крутильные концентраторы, показанные на 
фиг. 1, б, в, г, т. е. трубчатые или оканчивающиеся трубчатым отрезком.

Полярный момент инерции кольца с внешним диаметром D и внутренним d 
(см. фиг. 2) равен

для круга d =  0 и

В соответствии с этим выведены основные расчетные формулы для раз­
личных типов крутильных концентраторов, приведенные в табл. 1. 
С развитием применений крутильных ультразвуковых колебаний зна­
чительный интерес может представить рас­
смотрение волноводных свойств крутильных 
концентраторов. Расчет, аналогичный про­
водившемуся ранее [6] для продольных ко­
лебаний, показывает, что акустическое вход­
ное сопротивление полуволнового экспо­
ненциального концентратора крутильных ко­
лебаний равно

2Вх —  N%znt ( 1 )

где zn — полное акустическое сопротивление
нагрузки, а N S= V  S0/Si — коэффициент пло­
щади (см. [6]), S0 и Si— площади входного 
п выходного поперечных сечений концентра­
тора. Соответствующая формула для ступенчатого крутильного концент­
ратора имеет вид:

^вх =  (2)

Если полагать концентратор нагруженным на некоторое чисто актив­
ное удельное сопротивление нагрузки гои, равномерно распределенное 
по выходному поперечному сечению, то для каждого из этих типов могут

Фиг. 2

4*
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Таблица 1
Тип концентра­

тора
Экспоненциаль­

ный сужающий­
ся (фиг. 1, а)

Экспоненциальный 
полый (фиг. 1, б)

Ступенчатый 
(фиг. 1. в)

Ступенчатый 
(фиг 1, г)

Уравпепне об­
разующей

Фазовая ско­
рость звука*

Коэффициент 
усиления но 
углу закру­
чивания

Коэффициент 
усиления но 
максима л ь- 
пон ампли­
туде линей­
ных сдвиго­
вых смеще­
ний (на внеш­
ней поверх­
ности стерж­
ни)

D  =  Dn-e
а

- г * d = D o y  1 ах

vk =
к

1 - Г г»4 ( о 2А,
Ьу

A's — Do/Di _
V  i  -  №/л*)|

( d = О ириО^®^-^ 
А1 d = d t  прит-<*<

I XI
(D  =  D 0 и d = О 
• К
при 0<ar<^
D = D \  и d=d>  

К А 
(ПРП4 < * < 2

г  К =  Си

fr  =
1

ф 1 -  №/£>„)«

1—(^l//^o)4

/с. = (к)'
н ^ / f i ) '

fc _  (Do/Di)3 
8 l—(rf,/£»x)«

* Здесь скорость звука в однородном стержне ск =  ТЛС.р; ш =  2 г. / —'круговая частота.быть найдены коэффициенты отражения, характеризующие картину су­перпозиции падающей и отраженной ноли:

| 6СТуП | -—
М -

1

S ’ гон -?к

NS' rон ' СКПоскольку коэффициент бегущей волны в концентраторе определяет­ся общим соотношением ~-j |  j- , нагрузочные характеристики коэф­фициента бегущей волны будут выглядеть совершенно так же, как полу­ченные ранее [7] для продольных колебаний, за исключением замены в формуле для экспоненциального концентратора 7VS иа N It причем роль /коэффициента нагрузки играет отношение
гин ' ск

G Тик
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Представляет интерес сопоставление величин коэффициента момен­
тов N / и коэффициента площади Ns одного и того же концентратора, 
поперечное сечение которого имеет на входе внешний диаметр D0 и 
внутрений d0, на выходе соответственно Dx и dx.

где Nr — некоторый геометрический коэффициент:

причем всегда

Из приведенного рассмотрения могут быть сделаны следующие выво­
ды: во-первых, ступенчатый крутильный концентратор более чувствите­
лен к изменению реактивной составляющей сопротивления нагрузки 
(сравним формулы (1) и (2));-во-вторых, в диапазоне малых коэффициентов

нагрузки (от нуля до Щкоэффицпент бегущей волны экспоненциального 
концентратора выше, чем ступенчатого с тем же коэффициентом усиле­
ния.

Практическое осуществление и использование стержневых крутиль­
ных колебательных систем неизбежно ставит вопрос о таких способах 
крепления их к неподвижным деталям, которые обеспечивали бы мини­
мальное рассеяние акустической энергии через крепление и не вносили 
в систему значительной реактивности. Одним из возможных способов яв­
ляется крепление в узловых плоскостях. Однако практика показала, что, 
например, в известных случаях колебательных систем продольных волн 
в станках для ультразвукового резания, сварки и тому подобное, такой 
способ креплепття зачастую оказывается весьма пеудобным с конструктив­
ной или технологической точки зрения.

К интересным результатам привело нас исследование крутильных ко­
лебаний, поляризованных в плоскости тонкого круглого диска (см. фиг. 3).

Выделив из диска некоторое кольцо с внутренним радиусом /• и впеш- 
ним (г +  Лг) и проанализировав деформации показанного на фиг. 4 сег­
ментного элемента этого кольца в зависимости от угла поворота кольца ср,
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можно получить выражение для общего вращающего момента, действую­
щего на кольцо:

Интегрированием по кольцу может 
член уравнения моментов:

М ш =  — 2 я р р г 3 -

быть вычислен инерциальный

Уравнение моментов
Л/вр 4" Л/и — О

и волновое уравнение приводятся к виду:

1  л А  ?? J_  f 'Ф
г  * а /-2 г 2 ‘ d r  г 2 ' дс* •к

Решение волновою уравнения ищется в виде
Ф = У {г)-е*«9

где у (г) — некоторая функция распределения амплитуды стоячих волн 
в диске, еэш1 — гармонический временной множитель, независимый от па­
раметра распределения /•. Подстановкой, после сокращения временного 
множителя, приводим волновое уравнение к виду:

где к =  о /ск. Далее оказывается удобным ввести в рассмотрение неко­
торую новую функцию z =  гу и, построив для нее волновое уравнение, 
произвести замену переменных г =  xjkz>*. П результате произведенных 
преобразований уравнение (3) приводится к известному уравнению 
Эйри:

дн
дх2

решение которого
z =  А • Ь\ (к2/>г) +  В .U2 (ftV. г)

вычислено и табулировано (7]. Здесь А  и В  — произвольные постоян­
ные, зависящие от граничных условий, U x и  U 2 — функции Эйри 1-го 
и 2-го рода.

Переходя снова к углу поворота, получаем

ср =  i-  . ej“ ‘ =  [ у  ■и1 (А:1/.г) +  ^  ■ U2(ft*/>z)] ei“ ‘ . 

Выражение для тангенциального механического напряжения

т =  rG. дг

/с-/.. и г' (к'!> г )  -  и ‘  (Л'"'Г) В  *?/« U 2 (/с*/. Г) - и ,  (А- '■  г) }
Для упрощения выкладок оказалось удобным ввести некоторые но­

вые расчетные функции:
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Ути функции нами вычислены, табулированы и показаны на графике * 
фиг. 5. С их помощью различные комбинации граничных условий легко 
учитываются и приводят к соответствующим уравнениям свободных ко­
лебании диска (табл. 2). В этих уравнениях через /'0 обозначен радиус 
внутреннего отверстия в диске, а через /?0 — внешний радиус диска.

ц  (s), 4  (S)

Рассчитанный соответствующим образом диск может служить волно­
водным опорным изолятором для стержневой крутильной колебательной 
системы [8]. При реальном расчете необходимо задаваться частотой /  
н скоростью звука с„ (на крутильных колебаниях), откуда волновое число 
к =  2 я//си.

Таблица 2
Граничные условия на 
внутреннем крае диска 

г =  гп
Граничные условия па 
внешнем крае диска 

г — R0
Уравнение свободных колебаний

Свободен свободен * */, * 2/( *  =  0) (*  =  0) U 2 (к г о) =  Ui(k Ro)
Зажат свободен * »/, *  */я

(Ф =  0) (т =  0) Ui ( k Го) =  Ui(k Ro)
Свободен зажат * «/. *  */.

(т =  0) (Ф =  0) U% (k Го) =  Ui(k Ro)
Зажат зажат * 2/a *  ,2 / . 4

(Ф =  0) (ф =  0) Ui (k ro) — U\(k Ro)

Кроме того, должен быть задан один из радиусов диска — обычно 
внутренний г0, определяемый диаметром основной колебательной системы, 
к которой он крепится. Из аналитического или графического расчета 
определяется второй радиус.

Весь вывод проделан, во-первых, в предположении малости толщины 
диска по сравнению с длиной волны и, во-вторых, без учета механических 
потерь.

* График построен в так называемой перспективной системе координат, идея 
которой сообщена нам Ф. М. Диментбергом; это позволило изобразить особенно­
сти типа оо отрезками конечной длины.
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Таким образом, теоретически показана возможность осуществления 
стержневых колебательных систем, в которых распространяются и усили­
ваются упругие волны кручения, причем могут быть получены усилен­
ные сдвиговые деформации; показана также возможность крепления таких 
систем к неподвижным деталям с помощью волноводных опорных изоля­
торов, аналогичных применяемым в технике продольных ультразвуковых 
колебаний «четвертьволновым стаканам».

Полученные результаты могут быть использованы при применении 
крутильных колебаний в технике ультразвуковой сварки, а также для 
испытания материалов на старение и усталость при сдвиговых дефор­
мациях.

Работа проведена в 1959 г. в лаборатории ультразвука Акустического 
института АН СССР (см. [9]).
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