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ОБ ИМПЕДАНЦАХ ПРИ СИММЕТРИЧНЫХ 
И АНТИСИММЕТРИЧНЫХ КОЛЕБАНИЯХ СЛОИСТЫХ ПЛАСТИН

С ПОТЕРЯМИ

Р а ссм а тр и ва ю тся  кол ебан и я  сл ои сты х  пл асти н  (главны м об р а зом  —  
тр ех сл ой н ы х ) без привлечения ги п отезы  п р я м ы х  н орм алей  п р и  изучении 
и зги бп ы х  деф орм аций. В ы вод я тся  им педанцы  сим м етричны х и антисиммет
р и чн ы х к ол ебан и и  тр ех сл ой н ой  пластины . Р азви вается  энергетический  
м етод  определ ен и я  коэф ф ициента п огл ощ ен и я  (м ним ой  части  вол н ового  
числа) при  расп р остр ан ен и и  п л оск ой  волн ы  в п л асти н е, содер ж ащ ей  п о 
гл ощ аю щ и е сл о и . С п ом ощ ью  р а зв и того  метода и зучается  поглощ ен ие 
и зги бп ой  (антисим м етричной) вол п ы  в тр ех сл ой н ой  п л асти н е, у  к о т о р о й  
внутренний  сл ой  обладает п отерям и .

Уравнения колебаний тонких пластин, использующие предположение 
о линейном изменении деформаций по толщине упругого слоя, становят
ся непригодными при частотах, когда длина сдвиговой волны сравнима 
с толщиной пластины. Эта ситуация возникает уже при сравнительно низ
ких частотах в системах, содержащих слои с резко различающимися 
упругими характеристиками (например, совместный изгиб металличе
ского и пластмассового слоев). При этом в более жестком слое длина по
перечной волны может еще намного превышать толщину слоя, в то время 
как в мягком слое уже разыгрываются интерференционные явления. По
этому возникает необходимость расчета такой системы на основе строгих 
уравнений движения упругой среды, свободных от каких-либо гипотез, 
типы известной гипотезы Кирхгофа [1].

Такой подход развивается нами ниже применительно к расчету коле
баний упругого плоского слоя, как свободного, так и включенного в па
кет из упругих слоев, колеблющихся совместно.

Начало прямоугольной системы координат выберем на срединной 
плоскости изотропного упругого слоя толщины h; пусть плоскость 
XOY совпадает со срединной плоскостью слоя. Для простоты примем все 
величины не зависящими от координаты у. Пусть U— 2-проекция, а V— 
ж-проекция вектора смещения.

Как известно, произвольные колебания такого слоя можно разложить 
на две части сообразно с характером деформаций относительно срединной 
плоскости: (а) антисимметричные колебания, (б) симметричпые колебания. 
В случае а) вектор деформации можно искать в виде

Здесь Uюг и Uioz — амплитудные значения поперечного и продольного 
смещений в z-направлении на срединной плоскости. Выполняются 
равенства

где ct и ci — скорости поперечной и продольной волн, соответственно.
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и  а { х ,  z) =  (U t o z  COS (kz z) +  U Юг cos (qz z)) eikx,
(1)

(2)
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Очевидно, имеют место соотношения:
U ( z )  =  U { — z ) ,  V ( z )  =  — V ( — z ) ,  

a =s с „  (z) =  — azz(— z), т  =  <з*, (z) =  axz (— z).
В случае б) вектор смещения представим в виде

Us (x, z) =  ( - U tox-£- sin (ft*z) +  U,ох sin (<?, z)) с

V s { х ,  z) =  (f/toz cos (ft, z) +  f/te  cos (9, z)) eifoc

ikx

(3)

(4)

где Utox и f//0.v — амплитудные значения поперечного и продольного 
смещений в ^-направлении на срединной плоскости. Здесь выполняются 
соотношения:
K(z) =  F (— z), U (z) =  — U  (— z ) ;  g ( z )  =  6 ( — z), r ( z ) = — t (—  z ) .  (5)

Для каждого типа колебапий задание на грапичной поверхности двух 
из четырех величин а, и, т, F однозпачпо определяет две другие. Действи
тельно, с помощью матрицы перехода [2] можно выразить четыре величи
ны на одной границе через четыре величины на другой. Однако условия (3) 
или (5) понижают число неизвестных вдвое, причем можно показать, что 
из четырех уравнений, отвечающих матрице перехода, независимыми 
оказываются два.

В случае а) эти уравнения могут быть записаны в форме
х =  axc-\-a2U у V =  dxo +  d2U. (6)*

Коэффициенты а , ,  а2\ dt , d2 можно получить при помощи выраже
ний (I). Мы опустим здесь несколько громоздкие выкладки и выпишем 
лишь результат:

1 со2 1 р  • А
Ql ~  Иск7  ~cf тГ  ’  а- ~  Ik  Т’А  qz '

г) rf - _ i _  SL jL1  ilc g  T *  ' 2  ikqz c2 T a  ■
где Л, и pt коэффициенты Ламе,

Tt = ^  tg (?, A) + tg (ft, ̂ - ) ъ  =  2  tg (ft, A) -

~  ̂ 7  ( *  т )  Тз =  tg (ft, 4 )  • tg (qz y ),

A =  4ft2ft,<?, tg (ft, A )  +  (fti -  ft2)2 tg (?* A ) .

Совершенно аналогично в случае б)
х =  Ьгб +1 1 б»причем ih р б2 >

1
ikkz

б3
б*

(О2

Г2 ’

где т )  +  *« ( * 4 >

мы имеем
=  СХ<3 +  c2U ,

1 О)2 1
Сг ifc?, с? б.,’ (8)'

.... Al 1 V- 2 б2 kzqz ik - (9>

-  2  t g  ( < 7 ,  А )  fcg т ) ’

бз =  tg (ft, A )  tg (? , 4~)’ Al =  4Л*Л*?* tg (?* т )  +  ~  tg ( /Сг т ) -

Применим полученные результаты к расчету антисимметричных ко
лебаний трехслойной пластины, у которой наружные слои одинаковы. 
При этом, колебания среднего слоя будут антисимметричными, коле
бания же наружных слоев состоят из обоих типов а) и б).



Импеданцы при симметричных и антисимметричных колебаниях 4 7 7

Пусть к границам приложены нормальные нагрузки с, ( — анти

симметричная часть произвольной нагрузки (h) =  — (— К) =  -j h =

=  —h /гх; hi—толщина наружного, h2 —  внутреннего слоев. Обозначим
|величины на внешней границе Uu Vlt а на границе между наружным 
и внутренним слоями а2, т2, U2} V2. Будем искать импеданц za =  ох/ Uy. 

Можно написать шесть уравнений относительно шести величин
V\-> U 2,  V2, т 2,  б 2 :

Т2 =  ^12^2 +  а22& 2» ~2~ ~  f l l l

и2
^  -  -  -----------------  - 4 — / J~ -  -------------------- 4 l  =  611

=  с
2

+  С21
Gl — VJ2 . ^1 +  ^2"2 0/21 2 ’

F2 =  d1232 +  d22lj 2, (10)
^ 1  +  ^ 2  .  G 1 +  C 2 .  _  U t - U t  V t - V 2 J  G\ <5a , ^  t f i  +  t f 2-  — a,, — ~-----f- a21---- о-----2 — -n  2 1 '* l 2 ’ 2 Jl 2 1 21 2
Исключая последовательно неизвестные, кроме Ult получим

Oj _  ax — b (ап с — bu d) +  е ( a2if  +  ^2 ig )
Z ~~ U  x ~  b (an c  —  bnd) +  e (bn g +  alxf) — nx 9 (11)

где a — c21 — d21l b — 2d12 — cu — c — — a22 +  2̂1» d — a22 — a21i
e =  2d22-j~ c2l-j-d2l, /  =  «12 + ^ 11» g — ai2 +  an> n — cn  — dm

K =  fd +  gc.
Выражение (11) справедливо при любых толщинах как наружных, так 
и внутренних слоев. В случае же тонких наружных слоев соответствую
щие коэффициенты могут быть разложены в ряды по А/гх и hx(oJct (/). 
Ограничившись главными членами разложений, получим2 1 ,v fi| а11 =  Ш Г ’ 0/21 1’ 6п  = — Г ^ Т Г  -ТЧЪikhi

X -J- 2|Х 1 hi 
Tk~2

b21 =  - L  h +  M lt d11 =  ^ ~ ,21 ikhi A 19 11 г А-p. *
a _  1 h  , 2
d2' - l k 2 ~  /l

1
2 » C" ------ *«t’ (12)

г д е C21 — X  И- 2  ц. 2

ikK ’ L =  — plm2 +  »2 (X +  |x)
X +  2p  12

— /г1
M  = -  p/i<02 + 4̂ + f } /г/с2

и L, Af — импеданцы, отвечающие изгибной и продольной волнам в тон
кой пластинке.

Подстановка выражения (12) в (И) приводит к следующему выраже
нию для импеданца:

gj __ с-21 (2fliaflai +  «и«йа) +  2 №2 +  <ki) («12 «п) — 2̂ 12̂ 21 («22 — -«21)
U 1  ( 2 ^ - 2 2  —  c 2i )  « и  ( « 1 2  +  &1 1 )  +  2  ( r f j2 —  С и )  a n  ( —  « 2 2  +  ^ 2 1 )  * 2

Важно подчеркнуть, что само но себе неравенство khy 1 еще ые обес
печивает постоянства смещении (7 по толщине наружного слоя. Постоян
ство U по толщине наружного слоя можно считать приближенно выпол
ненным лишь при условии достаточной податливости внутреннего слоя.

Анализ показывает, что условием приближенного постоянства по
перечного перемещения V  по толщине внешнего слоя является выполне-

* В сл едстви е сим м етрии  задачи расчет ведется  н и ж е для пол ови н ы  пл асти н ы  (от

Z  =  —  1ц) д о  Z  =  0 ) .  П ерем енны е <з,х,-(7, V ,«отн ося щ и еся  ^ н а р у ж н о м у  сл о ю

сн а б ж ен ы  и н д ек сом  1, а к  вн утрен н ем у —  и н дек сом  2. К оэф ф ициенты  alt а2, ву, с2. 
c i, с2, d u  снабдим  вторы м  и н д ек сом , так ж е указы ваю щ и м  и х  при н адл еж н ость  
л и б о  к  н а р у ж н ом у  сл о ю  4, л и б о  к  вн утрен н ем у 2 .
Н априм ер: ai2, с2 1 и  так  далее.
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ние неравенства
— а22 — z (2&п +  flj2)

ba О + Э  -
( 1 4 )^  j . или, при г =  О

I а22 | ̂  | 2̂1 |
Если (14) выполняется, то импеданц может быть записан в виде0 2 (d22 -Г 2̂l) &21 («11 -f ап)—2621̂ 12 ( +  1 ) «22

___ „  _  *a2l _i «22 j _  _______________________________________________________________________________V «12_____________'______ . ( 1 5 )
a n  a12 1 « u  (C2 i « i 2  +  2 ^ 1 2 ^2 1 )

Первые два члена в (15) есть, как легко убедиться, импеданцы антисим
метричных колебаний однородных* пластин, последние два обусловлены 
совместной деформацией слоев, жестко соединенных между собой.

Если внутренний слой также топок (kfi2 1), то получается резуль
тат, совпадающий с результатом Кэрвина [3], который рассмотрел изгиб- 
иые колебания трехслойной тонкой пластины:

Ь>\ . M1(h1 +  h2)2k2 (hi +  h2) A*4z =  Lx +  * ( 1 6 )2 ' 4 (1+  g0) 12 (1 +  g0)
Здесь g0 =  M 1h2/2p2-

Отличие выражения (16) от соответственного выражения работы [31 
заключается в появлении в выражении для М г члена — pAjCO2 (см. (12)). 
Этот члеп не учтен в работе [31, так как там не принята во внимание инер
ция, отвечающая продольным колебаниям в наружных слоях. Это не при
водит, однако, к существенной погрешности в довольно широком диа
пазоне частот, поскольку для изгибных колебаний тонких пластин ха:-

СОрактерно неравенство h -----<  hh
ct(D

До сих пор мы рассматривали антисимметричные колебания трех
слойной пластины. Симметричные колебапия можно исследовать аналогич
ным путем. При этом в выражении для импеданца (11) необходимо лишь 
заменить коэффициенты aI2, dl2, а22, d22 на 612, с12, Ъ22 и с22.

Выражения z =  z (со, к) можно использовать для нахождения диспер
сионных зависимостей к =  /(со), которые являются решениями транс- 
цедентпых уравнений z =  0. При этом, если в одном или нескольких сло
ях модули комплексны (т. е. среда характеризуется внутренними поте
рями), то выражения для волнового числа к также оказываются комплекс
ными: к =  к0( 1 +  Ы0). Коэффициент я(со) определяет поглощение пло
ской волны, распространяющейся в такой слоистой пластине. Следует 
отметить, что нахождение мнимой части волнового числа из решепия урав
нения z =  0 — операцпя чрезвычайно громоздкая, причем трудности рас
чета существенно возрастают при нетонкпх слоях. Кроме того, при таком 
формальном подходе не удается проследить, какой именно тип деформа
ции вносит максимальный вклад в поглощение, что важно как для физ1ь  
ческого понимания явления, так и для более рационального подбора слоев, 
в пластинах с потерями. Более соответствует данной задаче метод, раз
виваемый ниже.

Поток энергии q в поглощающей среде подчиняется уравнению

^  +  div q =  -  2Ц>, (17)1
где Е — плотность энергии, q =  ЕсГ1 сг— вектор групповой скорости, ф— 
диссипативная функция. Для изотропной упругой среды ф можпо запи
сать в форме (см. [4])

Ф =  Л (17ik — бik Uu)2 +  ~y  p i » где т) =  Im (х/о) и I =  1т (к +  2/з Iх) /

В_ случае установившихся колебаний при усреднении по времени 
dE/dt =  0; и вместо (17) получим

■ ■ 1<
div q — — 2 ф. (18)
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Проинтегрировав уравнение (18) по полоске с основанием dx и высо
той, равной суммарной толщине пластины, получим выражение:

 ̂qxdz =  — 2 \ фс/z. Далее, ^  qx =  —\2кщх =  — 2ож £  и, следо
вательно,

Согласно теореме вириала средние но времени полная кинетическая 
и потенциальная энергии в случае малых колебаний равны друг другу. 
Поэтому можно воспользоваться равенством

2 \ Ekdz =  со2 $ Р (Г/ 2 +  Т/2) dz.

Интеграл в числителе выражения (19) отличен от нуля лишь для слоев, 
обладающих поглощением. __

В формуле (19) в квадратичные по деформациям выражения для ф
и К для сред с малым поглощением можно в первом приближении под
ставлять значения к (со), рассчитанные в пренебрежении мнимыми частями 
модулей. Полученная таким образом величина х0 может быть использо
вана для нахождения высших приближений коэффициента поглощения. 
Формула (19) позволяет оценить роль различных механизмов поглощения 
на основании апализа структуры диссипативной функции ф.

Применим эти соображения к анализу поглощения антисимметричных 
колебаний в трехслойной пластине, у которой внутренний слой обладает 
потерями. С этой целью воспользуемся результатами, полученными выше 
при расчете импсдапца (11). Будем предполагать наружпые слои тонкими, 
а условно (14) выполняющимся. Тогда смещение U постоянно по тол
щине паружного слоя, а смещение V  изменяется линейно. Все величины 
можно выразить через смещение U, заданное на внешней грапице. Расчет 
проводится при помощи уравнений (6) и (8), примененных к границе* 
между первым и вторым слоями, причем для коэффициентов, относящих
ся к наружной пластине, следует воспользоваться выражениями (12). В ре
зультате получим для ^-перемещения па границе между слоями:

1_________________ i k h i g o  \ тт

< Ы 1 + * о )  2(1  + g 0) J

Перемещение V в любой точке наружного слоя равно1_\
V 2 п~а12) (1 +  go) ---- ikz U .

Здесь g o = ~ M 1 и начало отсчета координаты z выбираем на средин
ной плоскости наружного слоя.

Зная перемещения U и V на границе внутреннего слоя, мы можем 
теперь определить деформации в любой точке этого слоя. Для этого 
нужно определить Ul0z и Ul0zt обратив систему (1), записанную при 2 =  — /г2/  2. В результате получим

(23)
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ik cos
и  loz =  Q;

** V  +  k, sin ( k2 ' bxsin{kt ^ - \ U

h 2 COS [ A:. *■)* (
2̂2 A2* z ^ )  +  * A  < « (** -2 ) sln (*• T

(23)

Здесь F определяется из (21).
Теперь можно написать выражения для деформации, необходимые 

для построения диссипативной функции:/с2и хх =  kz sin (/czz) £7,пг — —  sin ( ? / )  £7,021 
U„= ■  — kt sin (£czz) £7(02 — qz sin (gzz) U,02,1.2
*/h= ^ «  +  £ ^ „ = -

Uxz
ik Г *г -2 [  /с

?2 sin (zr/z) £7гог, (24)

-- *2Л,2 -  cos (kzz) £/«,2 +  2 cos (<?zz) Ul0z
]■

Диссипативную функцию удобно преобразовать к одной из двух форм

<*> * у? =  In. Ji (tf J* +  Ulz +  2 £/|z) +  £7/| (25)
ИЛИ

« 4  =  P [2 Irn c? (£/L -  ££«£/'„) +  (£/L +  £/?,)

В первом случае диссипативная функция определена при помощи коэффи
циентов Ламе, во втором — через скорости поперечной и продольной 
волн. Подставляя выражение (24) в (25) и производя интегрирование по г, 
можно найти числитель формулы (19). Знаменатель же определяется при 
помощи формулы (20), а также выражений (1) и (23). Если волна в целом 
имеет изгибный характер (т. е. приближенно выполняется пропорциональ
ность А4 ~  со2, то имеет место соотношение сф/сг^  1/2, а полная энергия, 
входящая в знаменатель (19), монотонно возрастает с частотой, про
порционально со2. В этом случае характер кривой х(со) определяется цели
ком зависимостью ф=г|)(о).

Рассмотрим характерные особенности ф функции. Выведем сперва ус
ловия, при которых поглощение определяется только продольными или 
только сдвиговыми колебаниями в среднем слое. Эти условия получим, 
приравнивая нулю числители в (23). Условием отсутствия сдвиговой вол
ны является следующее:

. /  h 2 \  1Яг  Г _____1____  M ftigo 1
tg \?* T V “ TT Lei(i+ *o ) 2 ( i + fo)J

а условие отсутствия продольной [волны имеет вид:

,р> 1ь Г 1 * ikhiHo 1
g { 2 2 ) kz U(lH-go) 2 (1 +  Л) J "

Решение уравнений (26) и (27) к =  /(со) образуют два семейства кривых, 
имеющих общую точку лишь в нуле. В окрестности решений уравнения 
(27) поглощение определяется главным образом сдвиговыми деформация
ми, а в окрестности решений (26) — продольными деформациями.

Физический смысл уравнений (26) и (27) становится особенно ясен, если 
устремить в них М ± к нулю, т. е. рассмотреть случай, когда влияние на
ружных слоев пренебрежимо мало.Решениями этих уравнений будут соот

ветственно выражения: =  (2—- 1- 1*я . и кг ~  =  (2//1 +  ]) л ^
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т. е. условия (26) и (27) переходят в условия резонанса соответственно 
продольных и сдвиговых волн. В общем случае условием (резонансного) 
поглощения является обращение в нуль знаменателя в (23):

к2
Кч tgZ 1 Z \

k 2
c u 

ll
+  t g  А г  -77-

Из выражения (21) видно, что резонанс наступает при условии
А д / / 1= _ 1. (29)

Для жидкого слоя условие (28) переходит в выражение: co s^ 2~ - ) =  О,

а условие (29) в выражение: sin [qz =  0.
Рассмотрим теперь случай, когда средний, поглощающий слой тонок 

сравнительно с X. При этом вместо (24) мы получим

и

и х х  = \ к 2
к 2  ( h i  +  h > )  g0l  т 7

A*( 1 + f t )  J ’

U z z = -
а

р! — а и х х ,
T ,  i k U  Г (> h  4  fta) g 0  " 

2 [ h 2  (1 +  g o )  J

соф =
к 4  U 2  т 1 7  

— 2—  Im  В 2
h l  , h 2  ( h i  +  h v f g l  
12 r  12 (1 4  g o ) 2

2ft* ( h i  4 ■ ft*) " +  Im G 2 , c ^ h '  +  h * ) 2 g T -12 * 4  гГо 1 ° 2 2 h 2 (1 -|- Ы 2

В выражении (30) ввиду малости Л/г главную роль играет послед
ний член и поглощение определяется сдвиговой деформацией.

Для расчета полной энергии пластины воспользуемся выражением
с•

для  ̂pco-(U2-\-V2) dz, которое можно получить из условия равенства нулю 
импеданца (16). При этом мы придем к выражению:

у _  J  В g0 im  G2
4 (1 + g0) \ A ( i + g 0) +  B]  ’

где A =  2E\ jL  +  E , 412 В = M i (hL +  /и)2. Коэффициент поглоще
ния x, как функция параметра g0 имеет максимум при g0 =  У 1 +  В/А,
максимальное значение хтах = ---------Зт с 2у .......__ причем у =  В / А. Этот(2 +  у) +  2 У 1 +  у 1 J 
результат совпадает с результатом работы [3].

Наличие максимума объясняется неравномерностью в росте сдвиго
вой деформации с частотой, как это следует из последнего выражения 
(30): при g0< ^ i  Uxz~  о)%~Л3; при g'0>> 1 Uxz~ (i?t*~ k .
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