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НЕОДНОРОДНЫЕ АКУСТИЧЕСКИЕ ВОЛНОВОДЫ

В . В. Шевченко
В веден ы  в  общ ем  виде функции сечен и я  од н ор од н ого  а к у сти ч еск ого  

в ол н овод а . П ри  п ом ощ и  эти х  ф ункции м етодом  поп еречн ы х сечений  п о л у ­
чен ы  вол н оводн ы е ур авн ен и я  д л я  н еод н ор од н ы х  в о л п ов од ов . П ри бл и ­
ж ен н о  реш ена задача о  н ахож дении  п ол я  в сл а б о  н еод н ор од н ом  у ч а стк е  
вол н овода .

В работе [1] методом поперечных сечений были получены системы обык­
новенных дифференциальных уравнений 1-го порядка (волноводные урав­
нения), определяющие поле в неоднородных акустических волноводах не­
которых типов. Однако везде в [1] предполагалось, что плотность среды в 
волноводе постоянна. Ниже мы рассмотрим такие волноводы, у которых 
оба параметра среды— как сжимаемость, таки плотность — переменны. 
Аналогичные радиоволны были рассмотрены в работах [2, 3].

Если среда волновода неоднородна в общем виде, то удобнее опериро­
вать с двумя уравнениями 1-го порядка для величин, характеризующих 
поле, чем с одним уравнением 2-го порядка для потенциала. Поэтому в 
данной работе мы будем пользоваться непосредственно основными урав­
нениями звукового поля.

Запишем эти уравнения при гармонической зависимости от времени 
ехр{гсо/} в форме

grad р +  г сору =  0, div v  +  icorjp =  0, (1)
где р — звуковое давление, у  — колебательная скорость, г) — сжимае­
мость среды, р — плотность среды. Среда предполагается изотропной, 
но неоднородной; г] и р изменяются в пространстве и являются в пре­
делах данной среды непрерывными функциями координат, вообще го­
воря, комплексными.

В данной работе не рассматриваются вопросы возбуждеппя поля, 
поэтому источники ноля из уравнений исключены.

Ниже мы будем ссылаться на следующую лемму, аналогичную лемме 
Лоренца для электромагнитного поля. В дифференциальной форме для 
полей р<1)} у<*> и р&\ v (2> она имеет вид: div pMyW — div p(2>vd> =  О, 
в интегральной

(pWyW — p^vW, n) dS =  0, (2)
s

где S — некоторая замкнутая поверхность, внутри которой нет источ­
ников ноля, а п — внешняя нормаль к этой поверхности [ср. 4]. До­
казывается она так же, как доказывается лемма Лоренца.

Граничные условия на границе раздела двух различных сред с 
параметрами % , рх и %, р2, как известно, имеют вид:

Pi =  Р- 2 , (Vi, п) =  (v2, п). (3)

Кроме (3) понадобится также условие

Pi[Vi,n] =  p2]v2,n ], (4)

которое является следствием первого из граничных условий (3).
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На границе двух сред, с сильно отличающимися параметрами, обычно 
предполагаются следующие граничные условия. В предельных случаях 
на границе с абсолютно мягкой (г)2 =  °°) или абсолютно легкой (р2 =  0) 
средой

Л  =  0, [Vj.n] =  0; (5)

па границе с абсолютно жесткой (г)2 =  0) или абсолютно тяжелой 
(р2 =  оо) средой

(vi, п) =  0. (6)

На границе с очень мягкой (т|2— велико, но конечно) или очень тяже­
лой средой (р2— велико, по также конечно), т. е. если удовлетворяется 
неравенство

"niPil^haPal. (7)
имеет место приближенное локальное граничное условие:

Pi =  Z 2 (Vi.n), (8)
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где Z.2 — поверхностный нмпеданц 2-й среды, в данном случае Z2 =  
=  (р2 /  ц2)1/2. При ц2—»оо или р2—>оо условие (8) переходит, соответст­
венно, в (5) или (6). Это условие 
соответствует известному условию 
Леоптовича для электромагнитного 
поля на поверхности хорошо про­
водящих тел. Вообще говоря, для 
того чтобы условие (8) выполнялось,
кроме (7), должны удовлетворять- ч у х
ся еще некоторые дополнительные 
требования [см. 5].

Перейдем теперь к рассмотрению 
волноводов. Ниже мы будем рассмат­
ривать такие волноводы, которые 
образованы границами раздела сред.
При этом параметры сред волновода и стенок настолько различны, что 
для поля на стенках выполняется граничное условие (8) или, в частности, 
(5) или (6). Для простоты ограничимся рассмотрением двумерных (плоских) 
волноводов. Обобщить результаты на трехмерные волноводы-трубы не 
представит особого труда.

Сначала рассмотрим однородные волноводы. Под однородными в дап- 
иой работе принимаются прямолинейные волповоды, среда и поперечпоо 
сечение которых неизменны вдоль осп волновода. Среды стопок (нас они 
интересуют вблизи границ) также неизменны в направлении оси волново­
да. В двумерном случае это будет плоский волновод, показанный на 
фиг. 1.

Поскольку свойства волновода нс зависят от х, р =  р (?/), Л =  ц(?/)» 
решение уравнений (1) для поля в волноводе в данном случае можно 
записать в виде р =  Р (у) exp (— ihx), v =  V (?/) exp (— ihx), где Р (?/), 
У (у) и h определяются из уравнений:

^  +  *«»рГV =  °.

v +  гщ Р  =  о, (9)

ihP +  г сорУ* =  0,
(IV.

- i h V x + dy

при дополнительных условиях
Р =  ZaVv при у =  b, Р =  ZnVv при у  — b, 

где Zn =  (р„ /  %)’/*, Za =  (р„ /
(10)
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Нетрудно убедиться в том [см. также 6], что задача решении си­
стемы (9) при граничных условиях (10) эквивалентна задаче отыскания 
собственных чисел и собственных функций линейного самосопряженного 
дифференциального уравнении (Р '/ р )'+  (Л2 — 1г2)/р-Р  =  0 при однород­
ных граничных условиях: Р ' +  т р/ZQ-P =  0 при у =  b, Р' -|- i®p/Zir P = 0 
при у =  — b, где /с2 =  co2rjp, а штрих означает производную по у. Из­
вестно [см., например, 7, 8], что такое уравнение имеет дискретный 
спектр собственных чисел Лп, которому соответствует полная система 
собственных функций Рп, где индекс п =  1,2,...

В дальнейшем будем считать их найденными. При этом будем пред­
полагать, что собственные функции выбраны так, что одному числу hn 
соответствует одна функция Рп. Функции Рп и соответствующие им 
функции Vn будем называть собственными функциями поперечного 
сечения однородного волновода или просто функциями сечения одно­
родного волновода. Тогда

рп _  р п е Х р  { —  ihnx}, \п =  \п ехр { —  ihnx } (И)
будут, соответственно, собственными волнами однородного волновода. 
Аналогичные собственные волны в радиоволноводах были введены в 
работе [9] и были использованы при исследовании неоднородных ра­
диоволноводов в работах [2, 3].

Для воли, распространяющихся в отрицательном направлении, удобно 
будет ввести отрицательные индексы. Введем их следующим образом: 
/г~п =  — Ап, Р~п =  — Рп. Тогда, в соответствии с (9), имеем = —F" ,
УуП = — У у- Можно показать, что Р11 и Vn ортогональны по попереч­
ному сечению волновода. Запишем ортогональность в виде

ь ь
\ (p-nym _  pmy-n^ x ) d y = _  С (pnFm +  ргпуп  ̂^  =

—Ь —60 при т={=п, 
2Nn при т =  л,

где х — единичный вектор, соответствующий продольной координате,
ь ь

Рп (V", х) dy =  —  \ P nK dy.

Вообще говоря, эта ортогональность следует из имеющей место орто­
гональности функций Рп с весом 1 /р . Однако ее можно показать также, 
используя лемму (2), как это сделано для радиоволноводов в ра­
боте [9].

Функции сечения однородного волновода являются тем аппаратом, 
которым мы будем пользоваться при анализе ноля в неоднородных 
волноводах. Рассмотрение неоднородных волноводов проведем в том же 
плане, в котором рассматривались радиоволноводы в работах [2, 3], 
при этом в целях упрощения изложения будем опускать промежуточные 
операции, полностью соответствующие проделанным в этих работах.

Первым рассмотрим волновод постоянного сечения, среда которого, 
а также и среда стенок изменяются не только по сечению, но п вдоль 
оси волновода, и установим для него систему волноводных уравнений. 
Продольную координату неоднородного волновода будем обозначать 
через £ в отличие от координаты х однородного волновода. Представим 
поле в произвольном сечении £ =  const в виде рядов по функциям 
сечения вспомогательного однородного волновода, у которого г\(у) и 
р(у) совпадают с ц(£,у) и р (£,?/) в данном сечении. Тогда

р =  2  АпРп> ч -  2  в пп ,  а з )
п>0 п>0
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где Лп = А п(Ъ), Вп =^Вп(1). Введем новые коэффициенты Cn(g) и 
C__n (g), связанные со старыми соотношениями: Сп — С_п =  АП} Сп +  
+  С'-п =  Вп. Тогда (13) можно переписать в виде

Р =  С,9\ ь\ =  C W ,  (14)

где для простоты написании знак суммы опущен, а суммирование стенок * 
производится как по положительным,так и по отрицательным значениям v.
Из (14) и (1) следует, что также vy =  CvVl. Заметим, что Рп, \п и hn 
зависят от g, так как от g зависят г\ и р.

Подставим (14) соответственно в первое и второе из уравнений (1). 
С учетом (9) получим следующие два уравнения:

-  (С' +  ihX.) Pv =  CVPV#, — (Cv +  ifcvCv) VI =  C¥FJ\ (15)

где штрих означает производную но g. Теперь умножим уравнения (15)
соответственно на V% и Рп, сложим их и проинтегрируем по попереч­
ному сечению. Учитывая (12), получим систему волноводных урав­
нений:

VI

где ,V"m =

Сп +  ihnCn =  S^C.
ь1 (* . р " у * )Ау-

2ЛгП
(Pm'VnX I

—ь

гГак же, как в [2], можно показать, что коэффициенты Snm могут 
быть преобразованы к виду:

snn=z~ ~ S ^ ' а ири m=t=n

Snm =  -  2Nn{, ^ ^  { <-> \ ^ Р пРт +  Р <У1К - W ) l dy +

+  * [(4 /  Zb) PnPm U  +  (1 /  Zn) PnPm I*— b]}  . (17)

Заметим, что здесь в отличие от [l] и [2] учитывается не только 
неоднородность среды волновода, но и изменение импедапца.

Коэффициенты Snm характеризуют связь между волнами в неодно­
родном волноводе и называются поэтому коэффициентами связи. Вол­
нами в неоднородном волноводе будут теперь величины

рп =  СпРп % vn =  Сп\ п,

которые при т|/  =  0, р '— О и, в соответствии с (17), Snm =  0 перехо­
дят в собственные волны однородного волновода (И).

Далее рассмотрим волновод также постоянного сечения, среда кото­
рого состоит из нескольких, например трех, однородных вдоль оси 
волновода или просто однородных сред (фиг. 2). Для простоты будем 
считать, что среды стенок также однородны вдоль оси волновода.

Пусть граничные поверхности, разделяющие среды, заданы функ­
циями bD =  bB (g), bB =  ba(l). Предполагая, как в [2), что границы 
раздела сред представляют собой тонкие слон, в которых параметры 
изменяются непрерывно и нормально к границе, получим частный

* В  р а бота х  |1, 2 ] рассм атри вал и сь  вол н оводы  с  идеальными стенкам и.
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случай рассмотренного выше волновода. В слоях т)'„ =  — Ьвд\]/д?/,р'и =  
=  — М р  /  Т|н =  /  дг/, р'п =  M r] /  % , а вне слоев =  р'в =  г\а =
=  T|,i =  0. Для Рп и V71 в слое с точностью до малой величины порядка 
толщины слоя, учитывая граничные условия (3). (4), можно записать: ̂Р п (у) =  Р  t V"  (!/) =  Р / Р {у) V*,  Vy (у) =  Vy,
где Рп, Vx> V]], ц и р относятся к внутренней среде. Здесь учтено,
что Рпу \п— собственные функции вспомогательного однородного волно­
вода, в котором т| и р изменяются только по у. Подставив вышепри­
веденные выражения в (17), проинтегрировав и перейдя к пределу 
бесконечно тонкого слоя, получим

^  =  [ t o -  -  ч >  рпрт -  -  р )  ^  ++  - f  (Рв -  Р) П К"в и=Ь, +

(%  -  п) Р пР т -  (Рп -  р )  К К  +  f -  (р„  -  р) K V x  \  1 • ( 1 8 )
' I I  У— Он |

Волновод переменного сечения можно рассматривать как предельный! 
случай только что рассмотренного волновода. Считая верхнюю п ниж­

нюю среды стенками нового волново­
да, волновода с переменным попереч­
ным сечением, нетрудно из (18) полу 
чигь коэффициенты связи для такого 
волновода.

В качестве примера рассмотрим 
волновод, верхняя стенка которого пли 
абсолютно мягкая ( г ]в -  с ю ) ,  или абсо­
лютно легкая (рп =  0), т. е. на стенке 
выполняется условие (5), а нижняя 
стенка или абсолютно жесткая 

(т|и =  0), пли абсолютно тяжелая (рн =  °°), т. е. па ней выполняется 
условие (6). Перейдем в (18) к пределам Итг|в =  оо, П трн= оо ,
учитывая, что при цп—>ос или р„->ос Рп и Vy связаны на границе 
раздела сред соотношением (8). Коэффициенты связи получим в виде

S
nm

где Р'\ V" являются уже функциями сечения такого вспомогательного 
однородного волновода, поперечное сечение которого совпадает при 
даппом $ с переменным сечением рассматриваемого волновода.

Аналогично можно получить коэффициенты связи для волноводов 
переменного сечения с другими граничными условиями на стенках. 
Для трехмерного волновода-трубы в выражениях для коэффициентов 
связи сохранится интеграл по контуру поперечного сечения волновода 
(см. [1, 2]).

Волновод с искривленной осью также является неоднородным вол­
новодом. Мы рассмотрим, как и в работах [1 ,3], изогнутый волновод 
с постоянным радиусом изгиба оси, считая, что среда волновода 
(и стенок) и поперечное сечение постоянны вдоль оси волновода. Вве­
дем, как показано на фиг. 3, цилиндрическую систему координат г , ср. 
Тогда д I дг =  д I ду> — д [  гдф д / дх. Уравнения (1) в этих координа­
тах имеют вид:

dj
дг

I ,, др .
+  m p v r =  0, —  щ  +

dvr . vr dv* . . Л
-57  +  “ Г  ~  Щ  +  ШУ]Р  =  ° -

=  0,

Г
(2 0 )
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Как делали раньше, представим ноле в произвольном поперечном се­
чении ф =  const в виде рядов по функциям сечения однородного пря­
молинейного волновода:

Р =  С.Р\ vr =  СХу, »Ф =  -  CvV l  (21)
Подставим (21) в (20). Учитывая (9) и введя обозначения r =  R-'r y, 

где R  — радиус изгиба оси, получим
— (Cv +  Иг RC,) Рv =  itiyCvP*, (22)

-  (Cv +  iAvi?Cv) 7* -  itiC4yV'x +  CVF;, 
где штрих означает производную по <р. Умножим уравнения (22) соот­
ветственно на 7£ и Р7‘, сложим их и проинтегрируем по поперечному 
сечению. Получим систему волноводных уравнений в виде

С; +  ihnRCn =  FnvCv, (23)

гдо / 'nm =  - ± r  [ №» \ у (Рпк +  РтК )  dy +  \ PnK d y  } ■
—Ь —ь

Пользуясь леммой (2) так же, как в [3], можно показать, что
щ п р п т  =  N m p m T i '  < • ^ 4 )

Соотношение (24) позволяет выразить коэффициенты F nm при m=f=n в 
симметричной форме. Действительно, подставив выражение для F 
в (24) и несколько преобразовав его, получим 

ь ь
\ у (PnV™ +  PmK )d y  =  1 m-  5 m - P mn )d y .

nm

—b - b

h
Окончательно имеем

р п т  =  ч ^ [ 2  ih" \ yP"K d y  + ii p n v * d y  ] - (25)

pnm _
V  V

[ hn  ̂ PnVydy -  hm \ PmVydy ]  .
2N n  ( h n  — h m )  _ _ ь  _ ь

Если кривизна изгиба мала (R ^>2  6), то вместо ф удобно ввести
координату £ = — /?• ф. Соответственно в (21) v^=— г;ф =  CnVx- Система 
волноводных уравнений в этом случае 
примет вид:

Cn +  ihnCn =  ^ r FnvCvtJr (26)
где штрих означает уже производную по 
£. Коэффициенты Fnm остаются теми же.
Заметим, что при небольших изменениях 
кривизны изгиба волноводные уравнения 
(2(>) применимы и к волноводам с пере­
менной кривизной, если положить
л - Л ( Б ) -В заключение рассмотрим задачу о 
прохождении волны через слабо неодно­
родный участок волновода. Пусть в вол­
новоде имеется неоднородный участок, 
заключенный между координатными по­
верхностями £' =  const, £" == const, в ко­
тором медленно изменяются среда, попе­
речное сечение и имеется небольшой изгиб. Волноводные уравнения для 
этого участка имеют вид:

Фиг. 3

Сп +  ihnCn =  /<nvCv, (27)
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где Кпт =  is™ +  Fnm l  l i , Л’£т  — суммарный коэффициент связи вслед­
ствие изменения среды и поперечного сечении вдоль осп волновода. 
В слабо неоднородном волноводе вместо Сп удобно ввести новые вели­
чины А ,, связанные со старыми соотношениями:

Сп =  Dn exp {— iyn), (28)

где т? =  \ (йп +  iKnn) для прямых волн (п >  0) и у п =

I
=  \ (hn +  iKnm) d\ — для обратных (?2<<0). Подставим (28) в (27), но-

• лучим систему уравнений для Dn:
Dn =  Кnv (1 -  6*v) exp {i (Tn -  Tv)} D,. (29)

Пусть теперь слева на неоднородный участок падает волна с номе­
ром q и амплитудой Ifq. Вследствие медленного изменения параметров 
волновода коэффициенты связи малы. Малы также амплитуды возни­
кающих волн, поэтому в первом приближении в правой части системы 
(29) можно ограничиться членами с индексом </. Получим приближен­
ную систему вида:

})п =  Кт (1 -  bnq) exp {i (rn -  Tr/)} Ап (30)
где справа уже нет суммы. Отсюда имеем Dq =  Dqi

£
Dn =  D°q \ К пч exp {£ (rn -  r 4)} dl (3i)

для прямых волн и
р 1

D n =  D°q ^ к"4 ехр  { » (гп -  г " ) }  d l  (32)

для обратных. Значения амплитуд в следующем приближении можно 
получить, подставив Dq (31) и (32) в правую часть системы (29).

Для амплитуд воли в однородных частях волновода, прошедших 
через неоднородный участок и отраженных от него, мы имеем соответ­
ственно выражение:

I"
K nq exp {i (г*

где верхний знак относится к прошедшим волнам (п^>0), а нижний — 
к отраженным ( и < 0). Выводы1. Получены волноводные уравнения для следующих типов неоднород­
ных акустических волноводов: с неоднородной средой и как частный слу­
чай с кусочно-однородной средой, с неоднородной импедаицной стенкой, 
с переменным поперечным сечением, с изогнутой осью. При этом коэффи­
циенты связи для волновода с переменным сечением были получены непо­
средственно из соответствующих формул для волновода с неоднородной 
средой.

2. Для слабо неоднородного волновода дано приближенное решение 
задачи о распространении звуковой волны вдоль волновода. Полученное 
в дайной работе первое приближение учитывает лишь непосредственную 
связь между проходящей волной и каждой из возникающих воли и не учи­
тывает их связи через остальные волны. Это решение можно еще уточнить.
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3. В частном случае, когда плотность среды постоянна, полученные 
выше выражения дают результаты работы [1]. Новым результатом в этом 
•случае будет выражение для коэффициентов связи волн в волноводе с неод­
нородными пмпеданцными стенками. Чтобы коэффициенты связи имели 
тот же вид, что и в [1], нужно неройти к потенциалам, положив Рп =  
=  лорфц, Vn =  ihn\L*n, V’1 =  — dtyjdy и Nn =  cophn . При сравненииX V чш
результатов следует учесть имеющееся несущественное различие коэффи­
циентов связи для изогнутого волновода, вызванное тем, что волновод­
ные уравнения для него записаны здесь в несколько ином виде.
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