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НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ МАТРИЦЫ ПЕРЕХОДА К ТЕОРИИ 
ПЛОСКИХ ВОЛН В СИСТЕМЕ УПРУГИХ СЛОЕВ

С. А . Р ы б а к , В. Д . Т а р т а к о в ск и й

Анализируются свойства матрицы, описывающей переход плоских 
волн через совокупность упругих слоев, вытекающие из соотношении 
взаимности и условий симметрии. Рассматриваются условия полного 
отражения звука от совокупности упругих слоев при некоторых углах па
дения. Находятся выражения элементов матрицы для тонкого слоя и 
через них -г  лмнедапц при пзгибиых колебаниях топкой слоистой ила 
стииы.

Задачу о прохождении плоской волны через упругий слой толщины h 
решают обычно с помощью матрицы перехода, связывающей напряжения 
и скорость на одной поверхности слоя с соответствующими величинами 
на другой II]:
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Здесь U и V — проекции вектора скорости соответственно на оси Z и 
A'; P ltо — нормальные усилия, тЬ2 — касательные усилия, прилагаемые 
к поверхностям Z =  +  hi2 (координатная плоскость XOY совпадает со 
средней плоскостью слоя; все величины независимы от координаты У). 
Элементы матрицы (1), выраженные через упругие параметры слоя, часто
ту и угол падения плоской волны, определены в работе 121. Элементы, от
носящиеся к одному слою, мы будем обозначать а относящиеся к со
вокупности слоев — Aik. Через компоненты матрицы (1) можно выразить 
такие величины,как постоянные распространения акустических интерфе
ренционных фильтров, коэффициенты отражения и прохождения для 
плоской волны, распространяющейся через совокупность упругих слоев 
и так далее. Оптимальные частотные и угловые характеристики этих вели
чин можно найти путем соответствующего подбора элементов матрицы. 
При этом оказывается полезным использовать условия, налагаемые на 
элементы матрицы (1) соотношениями взаимности и симметрии, так кап 
они ограничивают число параметров, входящих в задачу, и в ряде случаем; 
упрощают расчет.

Эти условия становятся наглядными, если выразить усилия P lJ >2yxiJт.2 
через скорости UltU2,V1 ,\’2. Элементами соответствующей матрицы явятся 
импеданцы z^, определяемые соотношениями: zxk =  дцх дхк. Здесь у1>2 — 
= Л . 2> У3.4 =  Ji.ai « 1,2 =  и  1.2, х2А =  Vli2. Условиями взаимности (с уче
том выбранной нами системы знаков) при этом явятся выражения:

** =  * « ( -  1)*+*, г, /с =  1, 2, 3, 4. (2)

Соотношения (2) применимы как для одного слоя, так и для произволь-
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ной совокупности слоев. Шестнадцать элементов матрицы (1) можно те
перь выразить через десять импеданцев Zik.

Если система слоев симметрична относительно ее средней плоскости 
(т. е. если упругие параметры пластины в целом являются четными функ
циями координаты Z), то к условиям (2) следует добавить еще условия сим
метрии:

7Ч1 ==  722 > Z33 — Z44> Z13 — Z24* ( )̂
Первые два условия выражают собою равенства соответственно «нормаль
ных» и «касательных» импеданцев (отношений нормальных напряжений к 
нормальным скоростям и касательных напряжений к тангенциальным 
скоростям), третье условие есть равенство взаимных импеданцев (отно
шений нормальных напряжений к тангенциальным скоростям). По анало
гии с третьим условием можно написать условие равенства отношений ка
сательных напряжений к нормальным скоростям z3L =  z42. Однако оно 
является следствием соотношений (2) и (3). Таким образом, шестнадцать 
элементов матрицы перехода могут быть выражены через семь импедан
цев zik:
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Здесь Д — 2l2z34 Т- z14.z23.
Матрица (1), как известно [1], позволяет рассчитать коэффициент про

зрачности D для произвольной системы упругих слоев в жидкости. Если 
система слоев симметрична, то удобнее выражать коэффициенты прозрач
ности D и отражения V через импеданцы, соответствующие симметричным
колебаниям = I f  —У7 11 антисимметричным колебаниям za = Р 1 -  Р л

и  1 -1- и .
Здесь Р г и U1 — нормальные усилия и скорости на гра

нице между слоистой пластиной и жидкостью со стороны падающей вол
ны, Р2 и U2 — нормальные усилия и скорости на противоположной гра
нице между пластиной и жидкостью. В работе 13] показано, что при ус
ловии zs == za коэффициент прозрачности D обращается в нуль. В случае 
же несимметричной системы слоев затруднительно провести разделение 
колебаний на симметричную и антисимметричную части и приходится 
пользоваться общими формулами [1], где D выражается через элементы 
матрицы (1) и параметры окружающей среды.

Выясним, при каком условии, налагаемом на элементы Ацс, возни
кает в этом случае полное отражение, и проследим, приводит ли это
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условие к равенству zs =  za, если пластина слоисто-симметрична. Фор
мулу для коэффициента прохождения с учетом упрощений, даваемых 
соотношениями взаимности (2), можно записать в виде

2 А г hz
Pi

4̂2̂ ЯЗ

(г с  +  Д 1 )  ( z (t —  Д 1 )  +  b“- ■ z2  ’ ( 4 )

А»? A32*̂ 43 / _  ^42 _  1̂2
U — Л > C

-̂ 12̂ 41 — ^11^42где A1==ac +  Z>2, a = --------^  ^  -  Дг^2 =  ^i3^42 — AJ2A4s, — давление впадающей волне, pt =  p2— давле
ние в прошедшей волне. Мы видим, что при условии 6 =  0, которое 
равносильно при любом конечном Д2 условию А42 =  0, коэффициент 
прозрачности D обращается в нуль. Для симметричной системы можно 
показать, что при А42} равном нулю, имеет место равенство р 2 =  U2 =  0, 
отсюда z* =  za =  Pi/Ui- Следовательно, условие Л42 =  0, обеспечивающее 
полную звукоизоляцию, в случае слоистосимметричной системы можно 
замепить более наглядным условием равенства импеданцев: z$ =  za 
(см. 13]).

Отметим, что описанное здесь' явление полной звукоизоляции воз
можно лишь для системы слоев, у которой модуль сдвига отличен от 
нуля. Этот эффект невозможен в системе одних только жидких слоев. 
Так, для топкой пластинки синус угла падения, дающего полную звуко
изоляцию, равен [3] sinO =  Сщ/Сп, где сж — скорость звука в жидкости, 
а си =  4|г (К +  fi) /  (К +  2р) р. Если же положим (х —> 0, т. е. перейдем 
к жидкому слою, то мы получим сж/ с п >  1, х. е. угла падения, дающего 
полную звукоизоляцию, не будет существовать.

Перейдем к рассмотрению матрицы перехода для тонких слоев, для 
которых параметры М, /но/с* малы сравнительно с единицей (здесь 
к — проекция волнового вектора в направлении оси х). Ограничиваясь 
главными членами в разложении элементов матрицы (1) по малым 
параметрам, получим
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Здесь L и М  — импеданцы, отвечающие нулевым модам соответственно 
антисимметричных и симметричных колебаний пластинки:

L  = — т — р/гш2 +  з Е h3

1 -  с2 12 1А М = 1
— I CD —  р/гсо2 + Е

1 — а'2/г/t2

Нетрудно определить импеданц, отвечающий изгибным колебаниям 
системы тонких слоев, в предположении, что z -компонента скорости U. 
не меняется по толщине слоя. Если касательные усилия отсутствуют, 
то из матрицы (1) следуют равенства:

AsJJ2 +  А32^2 ~\~ А33/̂ 2 — Р ь  A,nU2 -|- A42V2 -|- A.l:iP2 = - 0,
откуда находим

Zu =
Рг — Р2

‘ — л 31 —  Алл —U 41 л42 ( В )

При выводе соотношении (6) мы пренебрегли членами — (АЛ)2 в коэф
фициенте перед Р2 сравнительно с единицей. Применим формулу (6)
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для определения имнеданда, отвечающего изгибным колебаниям двух
слойной тонкой пластины. В этом случае (индексы 1,2 отвечают номерам 
слоев): ' -

A3l =  Ll -|- I. к2
v2 [Л/г (/ij*. I- 2/г,/г2) -I- Л-/., (Л* +  /гх/г3) ]

<Ц =  4  г'/сЛ/2 +  Ах) ,

4i  =  4  i W ,  ( - f -  4  А . ) .  ^ 42= ^ i 4  М 2 ,

Г  I Г  .  А “  / «  ,  Т \ о  • М  ! Л / 2z.« =  А  4 4 о  -г - j -  (4  — h2y  Mi +

fh

откуда

(7)

Выведенные выше зависимости (5)—(7) могут быть применены к стерж
ням в такой же мере, как и к пластинам, необходимо лишь произвести

4|х {X -р ц )__ Ь • X оЕ и т ~> о.в них формальные замены ^ 2[lf ■ =  - .........  ̂+  2|A- i _ 3
Формулу (7) можно использовать для определения модуля Юнга 

«мягкого» покрытия (Е2<^;Е1) двухслойного составного стержня, если 
жесткость на изгиб составного стержня В* известна из эксперимента. 
Действительно, из выражения (7) может быть получено уравнение

1Г =  ^ [ 1  4  «Р3 4  3 (1 4  Р)2 Р
(1 — i/i) (а — <?2)

(•1— 71)4 Р' ( « — <!*).ь
(8)

где а =  Е2/Е1, Р =  hJkx> В5 =-- т*ш2/к4, В =  EJi*; 12, </! =  pi/E1-(o / rB*/ni\ 
q2 =  р ъ / Е г - а У В' j m  и m* =  р1/г1 -К р2Л2. Из выражения (8) получим 
окончательно:

Я* =  а =
F  -  4 j  (1 -  qi -  М  +  (72 (1 -  <11) 3(3 (1 +■ З)2

1  li* 1 *
Р | 6р +  4р2 -  1 Г  -  р2 (9i + р(/2) -  37i (1 Л- М*J

(9)

Выражение (9) переходит в соответствующую формулу Оберста [Л|, 
если положить (/] - q2 =  0, т. е. пренебречь инерцией, связанной с сим
метричными колебаниями в слоях.

Укажем в заключение еще на одно применение матрицы перехода: 
с ее помощью можно построить волновое уравнение для упругой среды, 
у  которой параметры X, р, и р являются непрерывными функциями коор
динаты z. Применим матрицу (1) к слою толщины h dz, тогда можно
записать Ui =  U2— dz\ Рг =  Я2 — -уг dz и так далее. Откуда с помо
щью полученных выше выражении для элементов а1к в случае тонкого 
слоя, оставляя лишь члены первого порядка но dz, получим уравнения:

0U т/ X
- г —  =  ------ I n  У - — — Г -dz X -j- 2р ^ +  2|i*

0V -I гг Т-тт- =  —  г к и --------,dz р

4  2ц . VZfl /а р , dz =  ро)26г — /Ат.

Исключим далее функции Р  и т, выразив их с помощью первых двух 
уравнений через U и V. Введем далее операторы д/дх вместо /Л: и d/dt 
вместо — т . Тогда после ряда преобразований получим окончательно 
для вектора смещении U (Ux =  V , Uz =  U) уравнение

— Р 5 г  4  цди 4  (X 4  |*) grad div U =  А,
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г д е
t дц fd v  dir

—  я! 7ГГ "Т" т5Г Л 7 = &К (dU , dV\ _  dp 0U 
“Т" Я г I П р и  А  —  П

dz \dz 1 д х  I  ’  “ z dz \dz  1 d x )  dz dz
э т о  у р а в н е н и е  п е р е х о д и т  в  с т а н д а р т н о е  и о л н о л о е  у р а в н е н и е  д л я  у п р у г о й  
с р е д ы  с  п о с т о я н н ы м и  X и  р .
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