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РАССЕЯНИЕ ИЗГИБНЫХ ВОЛН ПА НЕОДНОРОДНОСТЯХ
УПРУГОЙ ПЛАСТИНЫ

В . И . К расильников

Рассматривается рассеяние нагибных волн на случайных неоднородно­
стях тонкой упругой пластины, лежащей на полупространстве, заполнен­
ном несжимаемой жидкостью. Рассеянное поле вычисляется известным ме­
тодом теории возмущений; указываются конкретные пределы применимо­
сти расчета. Выясняются основные особенности рассеянного поля изгиб- 
ных волн. Получены формулы для коэффициента рассеяния.

В работе [1] нами были получены уравнения, описывающие распро­
странение поверхностных (изгибпых) волн вдоль границы заполненного 
несжимаемой жидкостью полупространства, ограниченного тонкой упру­
гой невесомой пластиной с переменной жесткостью D (1.2)*. При этом 
неоднородность пластины может быть вызвана как изменением упругих 
свойств материала, так и непостоянством толщины Л; в последнем случае 
мы ограничились рассмотрением пластин с пологим и симметричным про­
филем.

В настоящей статье исследуется влияние флюктуации жесткости пла­
стины на распространение изгибных воли. Этот вопрос имеет непосред­
ственное отношение к проблеме затухания изгибных колебаний ледового 
покрова в арктических морях. Предположим, что жесткость пластины D 
представима в виде суммы:

D (x ,y ) =  D0 +  A D (x,y), (1)

где — постоянное (среднее) значение жесткости, а ДI) (ху у) — случай­
ная функция координат. Введем веномогательную случайную величину:

1* <*■ л  -  и

— относительный коэффициент неоднородности. Будем считать рассмат­
риваемый статистический процесс пространственно однородным и произ­
водить усреднение по совокупности экземпляров пластины, соответствую­
щих ее различным возможным состояниям**; тогда средний квадрат отно­
сительного коэффициента неоднородности (р)2 не зависит от выбора точ­
ки наблюдения, а коэффициент корреляции N  будет функцией только 
расстояния между двумя соответствующими точками средней плоскости 
пластины:

Л' (%. УиХ 2, //г) =  М-Г1У1)-Ц.(:Г2г/2) =  N {г),
(И-)

, _____________ _______  (3)
г =  У(хх — хгу  +  (г/х — у2)2.

* Поскольку настоящая статья является непосредственным продолжением работы 
(1), томы будем пользоваться теми же обозначениям» и ссылаться на формулы из И)— 
соответствующие ссылки будем помечать двумя числами (например, (1. 2)), в отли­
чие от ссылок на формулы настоящей статьи.

** Это эквивалентно усреднению но всей поверхности случайно неоднородной пла­
стины.

3*
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В качестве коэффициента корреляции можно выбрать его обычные 
проксимации:

—  г 'а  — г*/а*
N1 (г) =  е , N2 (г ) =  е ,

ни­

где а — радиус корреляции или, иными словами, средний размер неод­
нородности.

Упомянутых статистических характеристик нам будет достаточно для 
решения задачи о рассеянии изгибной волны на неоднородностях пласти­
ны. Пусть изгибная волна, удовлетворяющая основной системе уравне­
ний (1.4)—(1.(5), распространяется вдоль пластины, однородной всюду 
за исключением некоторой области S] размеры последней естественно 
считать много большими радиуса корреляции а. Физически вполне разум­
ным является также (необходимое в дальнейшем) предположение о том, 
что относительный коэффициент неоднородности р (.г, у) вместе со своими 
производными до 2- го  порядка включительно является непрерывной 
функцией координат.

Для отыскания изгибных волн, рассеянных рассматриваемой неод­
нородностью, в случае малости последней удобно применить хорошо 
известный метод малых возмущений 12]. Следуя ему, в качестве невозму­
щенного решения нашей задачи возьмем плоскую монохроматическую из- 
гибную волну, которая распространялась бы вдоль однородной (с жест­
костью) D0 пластины:

мЛ -  Ло
iA*x

е ,
/О . i k x —k z  

Фо =  у

Здесь и0 — смещение пластины по вертикали (по оси z) от положения рав­
новесия, фо — потенциал скорости в жидком полупространстве (z >  0), 
а к — волновое число изгибной волны; множитель е~ш  опущен. Тогда 
однократно рассеянное поле т  и ф1 (при условии его малости по сравне­
нию с падающим) находится из системы уравнений, непосредственно вы­
текающей из (1.4) — (1.6):

V Y  =  0,

—  ш и х = с?ф!
d z 2 0

D0V*Ui =  F (и, и0) — шрфД^о,

где функция F (4u, ип) имеет вид:

F (щ Ио) -  D„ {n V 4  +  2 (Vn ■ V3m0) +  VVV*Mo -  (1 -  a) - 0  . ^

и может быть интерпретирована как некоторая поверхностная плот­
ность сил, приложенных нормально к однородной пластине; создаваемое 
ими поле и есть однократно рассеянное.

Решением неоднородной системы (6) будет»1 (*о. У о) =  \\g  (fil) ■ F  (%?/,) dxy dyi- (7)
S

Здесь (фиг. 1) x0, y0 — координаты точки наблюдения, xly yY — перемен­
ные интегрирования, расстояние ЯЛ — 1/Г(х0 — хх)2 -| (у{) — ?/,)-. Функция 
влияния G(J{t) имеет смысл решения задачи о возбуждении изгибной 
волны монохроматической сосредоточенной нормированной силой, при­
ложенной нормально к однородной пластине. Нетрудно убедиться, что
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G (./?i) представима следующим интегралом [3]:
со

G (R,) =  9- Ц  л/о5(?Д|). dqх 2я ' D0o5-—й)2р 7 (8)

и при расстояниях 1э значительно превышающих длину изгибной вол­
ны, описывается приближенной формулой:

(8а)

Излучения рассеянной энергии в виде пространственных волн в рас­
сматриваемом нами случае несжимаемой жидкости нет. Для сжимаемой 
жидкости необходимо внесение соответст­
вующих поправок, которые, как это мож­
но показать, малы.

При расчете поля по формуле (7) мы бу­
дем считать для определенности, что неод­
нородная часть пластины S имеет форму 
квадрата со стороной L, и что точка на­
блюдения настолько удалена от рассеива­
ющей части пластины, что находится в 
зоне Фраунгофера 12], где фаза волны мо­
жет быть записана в виде

kRi =  к/{0 — А(пп). (9)
Здесь i?0 — расстояние от точки наблюде­
ния до центра квадрата; и — орт, задаю­
щий направление на точку наблюдения, а г, — радиус-вектор рас­
сеивающей точки (фиг. 1). На основании (7) и (9) составим выражение 
для квадрата модуля смещения рассеянной волны:

У

г1 /  1 я! \
1

г у Л
О\111___________ !11^ '*• тшт

Ф и г .  1

Ul 2 =  25я/?об>У ) ) ) )  t  У̂ ’  1 У*) е' <КГ> с1х' dx*dyi (t0)
2 АМЭД

—Ь/2
Показатель экспоненты иод злаком интеграла преобразован по изве­
стному рецепту [21

к (хх — х2) — п (rt — г2) =  Кг, (И)
где К — вектор, равный к (еЛ. — п), а г =  гх — г2. Длина вектора К равна 
2/,:.sin 0 /2 , где 0 — угол рассеяния (отсчитываемый от положительного 
направления оси х). Входящее под знак интеграла произведение 

) -Г { х2у У2) может быть приведено к виду:

/  {x\Vi) ' /  (Я2У2 ) — №  * М1 М2  +  3 ~  —  Ц2 +

■( 4 д\*>\ dyi 2
дх\ дХ'2 api У *

<4
—  \h

aVi
to2

<У>
e H* T f  —  Vi

У г
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9 2|Х,
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<Уч
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+  о2
ду\

д%1

Ч
У г

К

Г ) +  (12)

В выражении (12) использовано обозначение р* =  ц {хк> у,с). Выписанное 
выражение включает в себя производные от относительного коэффициента 
неоднородности по переменным интегрирования. Если для каждого из 
слагаемых в сумме (12) осуществить в формуле (10) необходимое число
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раз интегрирование по частям по соответствующей переменной, то опе­
ратор дифференцирования окажется перенесенным с функций р,л. на 
экспоненциальный множитель*, зависящий только от разности расстоя­
ния между точками рассеяния. Причем

~  е<кг =  _  J L  ежг =  2ik sin2 0 /  2 eiKr,

А  е'Кг =  — A  eiKr =  2г/с sin 0 /  2 cos 0 /  2 eiKr.
<>т <)у -2  1 '

(13)

После простых преобразований, учитывая значение волнового числа (5), 
получим

2Л4?.
I U ' I2 =  25 я - Н  (|) ( ° )  \\\\ Iй I1  A / Z a )  е ’ К гс /х ,  с /х 2 А ,  с /г / , , ( 1 4 )t t t •-L/2

где Ф (0) - -  тригонометрический полином 4-й степени, имеющий смысл 
диаграммы рассеяния изгибной волны на малой (по сравнению с дли­
ной волны) неоднородности: он включает в себя члены, зависящие от 
коэффициента Пуассона з, и не зависящие от него

(D (0) =  Фх (0) +  оФ2 (0) +  о2Ф3 (0),
(Р, (0) =  1 — 8 sin2 0/2 +  24 sin4 0/2 —32 sinG 0/2 +  16 sin2 0/2 =  cos4 0, 
Ф2 (0) =  8 sin2 0/2 • cos2 0/2 -  32 sin4 0/2 cos2 0/2 +  32 sin° 0/2. cos2 0/2 =

=  у  sin220,

Ф3 (0) =  1 (5 sin4 0/2 • cos10/2 =  sin" 0.

(15)

Теперь осуществим усреднение выражения (14) но совокупности 
экземпляров неоднородной пластины и используем определение коэф­
фициента корреляции (3). Тогда *

2 №А\ -Ь2

“ 1 Г -  2ЪпН0 ' ф ‘ О*)2 ) ) ) )  N  А Кг dxi •dx* ■ A i  ■ Аг- (16)
-Lit

Вводя, как обычно [2|, координаты центра тяжести и относительные 
координаты и используя малость коэффициента корреляции Л: (/•) при 
расстояниях г — L^>a, получим

-1-с»— 2к3А2 7* -  (•(•
\ « 1 12 =  ~25 л -°ДВ Ф  (») ■ ( ^ )  §  N  (Г) CiKr dX d y - (17)

Интеграл в (17) вычисляется с помощью перехода к полярным коорди­
натам

со  2 г . со

I (/,-, О) =   ̂^ N (г) е’Кг 003 * г с/х с/ф =  2я ̂  7V(x) / „  (i£x) х с/х, ' (18)
0 0 - о  •

откуда ясно, что он является трансформантой Ханкеля (4) коэффициента 
корреляции и для частных случаев (4) соответственно равен

/,  (/,;, 0) =  2ла2 (1 +  4А'2д2 sin2 0/2)/з , / 2 (А:, 0) =  na'erw*™ **. (19)

* Виоинтегралыше чломм, соответствующие значениям производных от рл. на
границе области рассеяния, обращаются в 0 в силу оговоренных свойств относитель­
ного коэффициента неоднородности.
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Нетрудно наряду со средним квадратом смещения иг вычислить и 
статистические характеристики рассеянного поля в жидкости. Так, для 
давления легко получить выражение:

—  2 Ы ^ 2со4р2 _
Р1 25я/?< (р)2-Ф(0) e~2,iz>I (кк 0). (20)

На основании (17) и (19) рассмотрим частные случаи мелкомасштаб­
ных и крупномасштабных неоднородностей. В первом случае ка 1 и 
мы имеем

-  4 Л2
и- =  (ц)! о

25 л Яг ф (9) (21)

— для коэффициента корреляции, равного ег~г!а\ при коэффициенте 
корреляции, равном e~rW величина | й\ |2 в 2 раза меньше. Интересно 
отметить, что рассеяние изгибных 
волн на малых неоднородностях не 
является изотропным — в отличие от 
рассеяния акустических и электро­
магнитных волн на флюктуациях по­
казателя преломления. Диаграмма 
рассеяния для случая о =  0,3 пред­
ставлена на фиг. 2. Отсутствие изо­
тропного рассеяния — фундаменталь­
ное свойство самой исходной системы 
уравнений (1.4) — (1-6). Заметим, 
что при рассеянии акустических воли
на флюктуациях плотности также не наблюдается изотропного рассея­
ния — это можно сопоставить тому, что уравнение для давления в этом 
случае тоже уже не является волновым [2]. Зависимость рассеянного 
поля (21) от волнового числа к можно считать рэлеевской (с учетом дву- 
мериости процесса, что понижает степень волнового числа в формуле 
рассеяния на единицу). Зависимость же от частоты выражена значитель-

Фиг. 2

но слабее — сказывается дисперсиоииость изгибной волны — | 2 ока­
зывается пропорциональным со*Ч

В случае крупномасштабных флюктуаций из (19) следует, что рассея­
ние носит резко направленный характер. При ка 1 почти вся рассеян­
ная энергия излучается вперед — в пределах малого угла 0 — 1 //га. Это 
полностью совпадает с аналогичным эффектом при рассеянии обычных 
воли на флюктуациях скорости; следовательно, отмеченное выше разли­
чие в направленности рассеяния проявляется для крупномасштабных 
неоднородностей весьма слабо.

Интересно вычислить коэффициент рассеяния а, характеризующий 
ослабление потока энергии в изгибной волне, вследствие ее рассеяния на 
неоднородностях упругого слоя. Определив а обычным образом: а =  
~  Д/A /L , где Д /—ослабление потока энергии J на отрезке L, из энерге­
тических соображений выводим следующее соотношение:

/ ~ч о -2к* 
“  =  2 5 ? Г Ф (0) • I (к, 0) dO (22)

-ТЕ
где 1 (к, 0) и Ф (0) определяются по формулам (18) и (15). Вычисление ин­
теграла в (22) не представляет принципиальных трудностей, но приводит 
к довольно громоздким выражениям. Поэтому ограничимся рассмотре­
нием двух предельных случаев.

1. Мелкомасштабные неоднородности: к а  1. Для различных коэф­
фициентов корреляции соответственно имеем

а, =  (и)2 gg- k:ia2 (3 -|- 2а +  За2), а2 =  0,5 а,.
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Налицо рэлеевская зависимость от волнового числа (в отмеченном выше 
смысле). Коэффициент рассеяния также явно завртсит от коэффициента 
Пуассона о.

2. Крупномасштабные неоднородности: kaJ>> 1. Для них

<*i =  (Iя)2
4 кЧ 
25 ’ <*2 =  (ц)2

Зависимость от среднего размера неоднородности и волнового числа ока­
зывается такой же, как и в случае обычных трехмерных волн [12]. Специ­
фика задачи не приводит к новым качественным закономерностям.

В заключение заметим, что па основании вычисленных значений а 
возможно указать количественный критерий применимости наших расче­
тов но методу малых возмущений; рассеяние оказывается малым на рас­
стояниях L0, пройденных волной вдоль неоднородной пластины, которые 
удовлетворяют неравенству aL0 1.
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