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О РАСПРОСТРАНЕН И И ИЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЙ 
В НЕКОТОРЫХ НЕОДНОРОДНЫХ СТЕРЖНЯХ

В. Л. М аслов , Б. Д. Т а р т а к овск ий
Рассматривается распространение чисто изгибиых воли через со

вокупность последовательно соединенных стыками отрезков стержней. 
Каждый из отрезков стержней удовлетворяет условиям чистого изгиба, 
имеет произвольные упругие параметры и сечение. Предполагается, 
что длина каждого отрезка составляет не меньше полутора длип изгибной 
волны, распространяющейся в данном отрезке. Последнее допущение поз
воляет существенно упростить расчет коэффициента прохождения через 
такую совокупность стержней. Общие коэффициенты прохождения и от- 
ражения могут быть выражены при этом через коэффициенты прохожде
ния и отражения на отдельных стыках соседних отрезков стержней (рас
сматриваемых как полубесконсчиыо).

Исследование условий перехода чисто изгибных волн через произ
вольный стержень, граничащий на стыках с двумя полубезграничпыми 
произвольными стержнями, показало возможность существенного упро
щения формул для коэффициентов отражения и перехода изгибных волн 
через такой стержень в том случае, если его длина / достаточно велика 
сравнительно с длиной изгибной волны X (/ ^>3/2 '  ) Ш . Задача о переходе 
изгибных воли через промежуточный стержень оказывается при этом 
эквивалентной задаче о прохождении волн через некоторый четырех
полюсник, граничащий с двумя лолубесконечпыми линиями, тогда как 
в полном виде задача о переходе изгибных волн через стержень эквива
лентна задаче о прохождении волн через некоторый восьмиполюсник.

Такое упрощение задачи возможно потому, что при достаточно длинном 
промежуточном стержне неоднородные волны, возникающие на одной из 
границ стержня, успевают затухнуть сильнее* чем в 10* раз и не влияют 
на условия отражения и перехода изгибных волы на другой границе про
межуточного стержня. Возникновение неоднородных волн сказывается 
лишь на величине и фазе отраженной и прошедшей бегущем'! изгибной 
волны на том же стыке, где они возникли, вследствие чего коэффициенты 
отражения и прохождения изгибных волн становятся комплексными. Ис
пользование вышеуказанного допущения позволяет сравнительно просто 
решить задачи о распространении чисто изгибных колебаний вдоль сово
купности произвольных стержней, характеризуемых соотношениями 
I' ^>3/2 X и жестко скрепленных на стыках. В этом случае на условия про
хождения и отражения изгибных воли на любом из стыков стержней также 
влияют неоднородные волны, возникшие лишь на данном стыке. Неод
нородные же волны, возникшие на других стыках, затухают но пути на
столько сильно, что их влияние на данном стыке оказывается несуществен
ным. Более подробное рассмотрение показывает, что суммарная интен
сивность всех неоднородных волн, возникших на всех стыках, кроме двух 
ближайших, на порядок меньше интенсивности неоднородных волн, воз
никших на соседних стыках, и, следовательно, ими можно пренебречь. 
Благодаря этому, оказывается возможным рассматривать распростра
нение изгибных волн вдоль совокупности такого рода стержней, ограни
чиваясь только учетом локального действия неоднородных волн, лишь 
на том стыке, где они возникли. Это упрощение задачи приемлемо как в 
случае слабо отражающих стыков, так и в случае резкого изменения ун-
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ругих характеристик соседних стержней, когда имеет место сильное от
ражение изгибных волн и приходится учитывать их взаимодействие на
сколь угодно удаленных стыках.

Коэффициенты отражения и прохождения потенциалов изгибных 
волн через п промежуточных стержней могут быть выражены рекуррент
ными формулами:
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И %  и  A j  — коэффициенты отражения и прохождения потенциала скоро
сти бегущих изгибных волн через стык соседних стержней i и /  или через 
совокупность последовательно соединенных встык (/ — / — 1) стержней. 
Стержни нумеруются в направлении распространения изгибной волны, при
чем первый индекс относится к предыдущему, второй — к последующему 
стержню. В соответствии с принятым обозначением Л0| n+i и l)0 n+i 
определяют условия перехода из полубесконечного стержня «О» в иолу- 
бесконсчный стержень «(н 1)» через п промежуточных стержней;
коэффициент Dn§ 0 определяет собой коэффициент перехода из стерж
ня п в стержень 0; Rn, n+i соответствует стержню изгибных волн на 
границе двух нолубесконечных стержней п и п - f -1 и так далее; срп 
представляет собой фазовый набег бегущей изгибной волны на стержне п.

Можно показать, что из выражений ( 1 — 4) вытекает рекуррентное 
соотношение, связывающее между собой коэффициенты отражения и 
прохождения бегущих изгибных волн для определенной пары полубеско- 
нечных стержней.
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Это соотношение, представляющее собой конкретное выражение принципа 
взаимности, используется в дальнейших выкладках.

В случае перехода через границу двух нолубесконечных стержней [1]

i ( * S * ,  -  kptf +  2kaBokjBi (k* -  /ф 
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где k0, ki, B0, B i — соответственно волновые числа и жесткости входного 
стержня 0 и выходного стержня 1.

От рекуррентных формул можно, используя последовательное преоб
разование, перейти к конечным формулам, выражающим коэффициенты
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отражении и перехода через произвольную совокупность произвольных 
стержней:
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В выражениях (10) — (12) приняты сокращения:
о
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Ряды *S'n н Qn состоят из парциальных сумм различной степени крат
ности относительно индекса суммирования. Количество таких членов
в ряду Sn (10) равно целой части числа — (принимая единицу рав
ной сумме нулевой кратности), в ряду Qп (11) — целой части числа 
- у - 2 . В частном случае перехода изгибных волн через один проме
жуточный стержень (п =  1) выражения

т> Rot -1- R1* * *
02 1 _  Rl0Rne ^  ’ (13)

п  Ди/W *
02 1 -  RioRi*'»- ’

(14)

полученные из рекуррентных формул (1) и (2), совпадают с приближен
ными, полученными в работе II].

При переходе изгибных волн через два промежуточных стержня 
<* =  2)
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____________П о х Р п П ^ ^ ____________
1 -  RmRne^ -  RuRnP<9,+»> _  nnI{2sev-̂

(15)

(16)

Известно, что применение ряда просветляющих слоев в оптике и аку
стике позволяет существенно расширить область частот, в пределах ко
торой увеличивается прозрачность. Аналогичная задача возникает в не
которых случаях и при использовании в качестве волноводов изгибио 
колеблющихся стержней. Рассмотрим в связи с этим совокупность стерж
ней, связанных жестко стыками и характеризующихся следующими соот-
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ношениями:
# 01 =  Rq,q+1 =  Reia, ф[ =  Ф<( =  Ф (<7 =  1 , 2 , . . . ,  п) (17)

Толщины последовательно расположенных стержней такой совокуп
ности, если они сделаны из одного и того же материала, ступенчатооб- 
разно уменьшаются по закону:

Ilq =  llq—ihq .|_А.

Используя справедливое д.ля любого из стыков соотношение й01 = 
— — Д*10 (получаемое из (6) заменой в нем индекса 0 на 1, а индекса 1 
на индекс 0), находим

Q
i2 2 ?

Рп  =  Г р, я+1 ( -  Rq-u  „) е k—p =  -  R ^ i - r + o ,

T v =  R e ^ o - f“ >. (18)
Подставляя полученные выражения для Рр„ и Тр в общие формулы

(8) н (9), найдем в результате для ступенчатой структуры
п  q  /1—2' s  г  q
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Если отражение от отдельных границ не слишком велико (R2 
21 (п -|- 1)п), в рядах (19), (20), зависящих от малого параметра R, 

можно ограничиться первыми членами. В результате формулы для коэф
фициента отражения и прохождения существенно упрощаются:

Ro,n+i

^o.«4-i

(пер 4-а) sin ( п  |- 1) ср 
sin ср (21)

(22)

и в таком виде могут быть использованы для приближенного расчета ча
стот максимального и минимального прохождения изгибных волн через 
рассматриваемую совокупность стержней.

На. практике зачастую встречается необходимость расчета виброизо
лирующих свойств периодических стержневых структур, например, со
стоящих из двух типов чередующихся стержней. В этом случае все ло
кальные коэффициенты отражения равны по модулю. Принимая, как и 
при расчете ступенчатой структуры, срй =  Ф> получим

Р „  =  ( -  1)Р_в Я2 ехР {й  ( Р  -  q +  1) Ф +  г К -  1)р +  ( -  1)®] а},

Тр =  2р* . , (23)
(Обозначения Р0,<п Тр заимствованы из формул (10) — (12)).

При слабо отражающих границах (Л2< ^ 2 /п(п +  1)) можно полу
чить приближенные соотношения:

До. » + 1  =  2iR sin (Ф -  « )Si"  ф (24)

А>, n+1 =  Dneim. (25)
Развитая выше теория может быть использована для определения ре

зонансных частот свободно колеблющихся составных стержней. В этом 
случае следует принять, что полубескоисчпые стержни 0, а +  1 имеют 
исчезающе малые упругие характеристики и что концы стыкующихся с
4  Акустический журнал, № 2
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ними стержней 1, п оказываются свободными. При этом

' ' Qn =  о. (26)

Принимая, что коэффициенты отражении от свободных концов

о =  Д п . п - н  =  *\ ( 2 7 )
получим при подстановке (23) в (11)

«i  2  <рд-
Т0 = i, Тп =  ie * = >  ,

’ 2 2  %  "
=  Лр, p+i-Rq, Q-1  ̂ *=* =  (— l)?w/ Л2 ехр /2 2  Ф*-

*=р

Например, в случае двух стержней уравнение (26) приводится к виду

c o s  ( ф ! +  ф 2)  ■ +  R s i l l  ( ф х —  ф 2 +  « )  =  о ,  ( 2 8 )
где ф, +  ф2 =  V 2я/ У  £  Ш  У  ̂  12] и R12 =  Reia. Здесь Л/, В,
I — соответственно погонная масса, жесткость на изгиб и длина стержня.

Из формальных соображений развитую выше теорию нельзя приме
нять для расчета прохождения и отражения изгибных колебаний через 
совокупность стержней, длина которых меньше 3/2 X. Однако, как пока
зала экспериментальная проверка формул для расчета собственных ча
стот (которые могут быть получены из уравнения Лоп — 0), вполне удо
влетворительные результаты (с погрешностью менее 11)%) получаются и в 
случаях, когда длины стержней берутся лишь больше X/2.

Полученные выражения в общих чертах сходны с используемыми для 
расчетов прохождения плоских воли как электромагнитных, так и аку
стических через совокупности плоских слоев (см., например, [2]).
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