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Получено выражение дли корреляционной функции дифракционного 
воображения, образуемого параксиальной фокусирующей системой при 
любых флюктуациях и падающей волне и произвольном соотношении 
размеров системы и радиуса корреляции. Приведены графики, иллюстри­
рующие характер корреляционной функции в зависимости от величины 
флюктуации и соотношения размеров системы и радиуса корреляции.

В опубликованных ранее работах по статистике дифракционного изо­
бражении, образуемого фокусирующей системой [1—41 рассматривается 
распределение средней интенсивности п флюктуаций поля вблизи фокуса 
системы. Существует, однако, ряд практически интересных задач, для 
решения которых знание средних характеристик и флюктуаций поля яв­
ляется недостаточным. Более полпое описание статистических свойств диф­
ракционного поля может быть получено при помощи корреляционных 
характеристик.

В настоящей работе определяется корреляционная функция дифрак 
циопного поля в фокальной плоскости параксиальной фокусирующей 
системы.

Значение поля Р  вблизи фокуса параксиальной системы связано с по­
лем р  в апертуре следующим соотношением:

Р  =  е - м \ р { \ ) е  >ds ,  (!)
«О

где X — длина волны, А 0 —  амплитуда падающей (иевозмущепиой) вол­
ны, /  — фокусное расстояние, к — волновое число, г — радиус-вектор, 
определяющий положение точки наблюдения относительно фокуса, 
f — радиус-вектор с началом в фокусе, определяющий положение эле­
мента поверхности dS.  Интегрирование выполняется по апертуре систе­
мы S q .

Используя выражение (1), нетрудно найти среднее поле Р ,  флюктуа- 
цпп поля АР  =  Р  —  Р  и, далее, корреляционную функцию К ( г'; г") =  
=  ДР (г7) А Р '  (г"). Выражение для К  будет иметь вид:

Л 1  с е _______________ j- 7 -(f .r '-f2r")
руг ^  А р  (fi) А р '  (f2) е dsyds.,,

So

где Ар =  р — р  — флюктуации поля в апертуре.
13 выражение (2) входит поперечная корреляционная функция поля

Ар (f,) А р  (f2), вычисленная Черновым [1,5] и равная Ар (fj) Ар” (f2) =
у ffi—fVaa_ n  у

=  е  1 11 — е- а, где а  — сумма средних квадратов флюктуации уров­
ни и фазы, / — расстояние между точками fj и f2, а — радиус корре­
ляции показателя преломления среды. Закон распределения флюктуа-
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ций уровня п фазы принят нормальным, коэффициент корреляции для 
показателя преломления принят в гауссовой форме.

Предполагая далее апертуру системы квадратной со стороной Л, 
имеем для точек в фокальной плоскости следующее выражение:

К  =  —  X2/2
а[ -

(?/i—lh)s +  (г,—2гУ 
а* - А

—  е~ а X
— л/2 
. ft
j -7 -  [i'll

X c  dy1d y 2dzidz2, ■ (3)
где у ',  у ", s', z "— координаты точек наблюдения. Используя разложение

(l/i—Т/г)* 4- (г!-г2)2 со m —m
ас

га—о
\\ а
2 j  = г *

<?/1—1/а)* +  (г,—г2)г 
а*

находим
со

771=1

(,п 
т !/(Г =  т щ г  е - “ 2  “ Г-  ̂(ст> % ) /  (Ст. 1>з. 1l’i) .

где

(Ст , % ,  яЫ =  ^  е
+ i («,—«,)» + teixi—№*х»

dxxdxo,
—1
+1 (*,“  *«)*

с2
- Н Ф з * 1—

-f (ст . ■фа, ■фа) =  ^  е -т
—1

dxtdx2, ( 1 4 )

ст  —
2а , А%' , АЛ,/" . khz' . khz"

> 4ч =  -9-Г - Ъ =  -2 / . ■фз =  -2 /-  > ̂ 4 =  1Г  •
7 ? i /l 2/ 2/

Нормированная корреляционная функция if выражается следующим 
образом:

2  %  I  (®т> ф1, Фа) I (ст, Фз, Ф-.) ml
Л  =

777 =  1

/ С О  00 т
] /  2  5 7° (Ст- w 7» w  2  £ - 7° («•»>• w  7« * )

7 7 1 = 1  '  ' 7 7 1= 1

(5 )

где, например, / 0 (ст , я|;,) =  I  (ст, фз., г]).) =  § $ е
>+1 —£S=^‘+j<M*.-*«>2т dx\dx2.
—i

Аналогичным образом определяются 10 (ст, ф2)> Л> (cm>
Интегралы 1 и / 0 могут быть вычислены точно.

Для величины /  мы имеем следующее выражение [6]:

- s in  O h  — фа) ^

Ф2с2 
v 2  7П

Ф2 С2 VL m
Не Ф

'771
W I  о с

7 2 jj - Cm ф! — Фа
cos (ф! -  фа) |Гр  (ЪЬп\ _  в 

Ф. — Фз 2 i
л /Фа®7П +

Ф т
1 т ф ( А  — / % 0 _ е  *

(; 771
,  (6 )

Z  Z

где Ф (z) =  - ^ e r * d t ,  F (z ) =  е ~ ^ е Ч 1 .
Л о о
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П олагая ф! =  ф£, мы получим отсю да после ряда неслож ны х выкла­
док  (см. такж е [4])

_

/ 0 (с-п. •'Ы  =  К  я  <4е R e
f t m +  /

.•'I’lC,,, ) Ф ( _2_ , ■ Фют
'  2 )]

4/c.tn COS5 2-lpxJ . (7 )

П олученные для величин I  п / 0 выраж ения содерж ат интеграл ве­
роятности Ф от  ком плексного аргумента. Д ля расчета удобно вместо 
Ф (г )  использовать функцию W  (z), определяемую равенством

2/
W  ( z )  =  е-** I 1 +  у =  _\ e “ d t (8)

О
для к оторой  имеются подробны е таблицы [7]. П ри этом  н еобходи м о, 
учитывая соотнош ение Ф (z) =  е ~ г' W  (—  j z )  —  1, произвести замену в с о ­
отнош ениях (б) и (7) функции Ф (г )  па W  (z). Рассчитав величины /  
и / 0, мож но затем но формуле (5) определить корреляционную  функцию 
при лю бы х ф лю ктуациях и произвольном  соотнош ении радиуса корре­
ляции а  к  размеру апертуры  Л.

Рассмотрим  ряд частных случаев.
Р а д и у с  к о р р е л я ц и и  м н о г о  м е н ь ш е  р а з  м е р  а а и е  р-

1. Ис-т у  р ы =  cL =  ^  1 ) • К данном случае | z | =
п ол ьзуя  асимптотическое выраж ение для Ф (г ) ,  а именно Ф (z) ^  1

_2___ • Ф<4п
„ /  •>

2* ,-z*
- А = + - е

V  Яг 1 2 У  Яг3
, м ож но вместо соотнош ений (6) и (7) получить просты е

асимптотические выраж ения. В частности, ограничиваясь лиш ь первыми 
членами асимптотики по ст , получим

I  ( с т, а|>2) =  2 У  я с п  f / о (Ст> =  2 У  я с т . (9)

г. Л Л и sin (tbi —1|%>) sin (ф3 — ф4) гг. г  ̂,О тсюда Л  =  — ^  ----- :ф~3_ ^  • 1акнм образом , при с < ^ 1  кор­
реляционная функция ноля при лю бой  величине ош ибок  зависит лишь 
от  разности аргументов фх —  ф2; ф8 —  ф4.

Рассмотрим  корреляционную  функцию для точек, располож енны х 
на координатной оси. П олагая, например, z ' =  z" =  0, находим R  =  
=  sin (ф, —  ф2) /  Фх —  Ф2; Радиус корреляции составляет величину по­
рядка л.

Ф л ю к т у а ц и и  в е л и к  и (а  1).
При а ^ > 1  выраж ение (3) для К  м ож но записать в виде

(l/i — У г ) 2 4- (Zi+Za)*

К А  **
V/2'  -/i/2

а1 [ У» V '— VzV "-Г 212 2г2 "  J
d y i d y 2d z 1dz.1.

В этом  интеграле основной  вклад определяется областью , для к о -
_  (>/|—Т/г)а +  (г,-г2)» _  (I/,—1/»)» 4  (2,-г3)»

торой  1 — е  а* ^ - ^ - < ^ 1 ,  т. е. е а* • « 1 ,
Учитывая это обстоятельство, мы получаем

/1/2
л:

А 2 / 2

(?/»—?/2)а 4- (г,—гг)2 
аг j-T- (У,//-?/г!/"4-2,2'-2г2")

dy1dy2dzldz2 =
—/1/2

21,4

16XV2 Ч>3, % ) •
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а

П олагая а  достаточно больш им, так что с / У <*<^1 и используя со ­
отнош ения (9), мы приходим к  так ом у  ж е выраж ению, что и для сл у ­
чая с < 1 ,

Ф л ю  к  т у  а ц и и м а л ы (а  1). Е сли а  1, то мож но и выраж е- 
иии (5) для R  ограничиться лишь первыми членами в соответствую щ их 
сум м ах. При этом мы получим

ly sin 0|>| — ф2) sin (гр;, — ф,,) именно R  =  — -г- — г ? -1- — — г - ^
Фх — Фг Фз — %

_  /  (С, гк  гр>) /  (с, ф3, Яр,)
V  'о ( о ,  11>0 / о  (с. Ь) ! п ( о .  % ) h  ( с , Н М  ‘

П редставляет интерес рассмотреть характер изменения нормирован­
ной корреляционной функции R  по мере изменения параметра с. С этой 
целью  полож им фг =  ф3 =  ф4 =  0 и рассчитаем величину R  (0, 0, ф2, 0), 
т. е. рассмотрим корреляционную  функцию для того  случая, когда од­
ной из точек наблюдения является ф окус, а вторая точка располож ена 
на оси у .  Обозначая ф2 — Ф> находим

R  = I  (с,0,ф)
°) М с> Ф)

0*с«
В соотнош ении (10)

/ (с, о , «  =  с]Л Г 511[(ф (| ) +  е 4 Не < D ( f - , '$ ) ] -

—  2с cos*
*

F
фс1 + V  Я -  —

/ 0 (С, 0) =  2 У п с Ф  ( i )  -  с2 [1 - в - * Ч ,

(10)

(11)

/ 0 (с; il') определяется соотнош ением (7).
Д ля расчета величин /  (с, 0 , ф) и / 0 (с, ф) целесообразно, как это 

бы ло выше отмечено, заменить в вы раж ениях (7) и (11) функцию Ф  (z) 
на W  (z), используя для этой  цели соотнош ение (8 ). П роизведя такую  
замену, получим следую щ ие расчетные соотнош ения:

_ ф*са
/ 0 ( с ,  ф) =  2с  У п е  4 +  с2 У л е - ^ с% [ ( y V  —  x U )  sin 2ф —  ( y U  +  x V )  cos 2ф] —

—  °2 [ l  —  Фс^  (|r) —  ̂ 4/c* cos  2ф^ , (7a)

/ ( c ,  0, Ц )  =  с  У л

_ w
e  1 — е-4/с* [Г/ cos 2ф

_  2c c- ^  ( £ )  -  X p -  e_4/c* [7  cos 2o|5 +  17 sin 2 * ] )  , (11a)

где f /  =  R e W  (z ); V  =  Im W  (z ); z  =  x +  j y  =  фс /  2 +  / 2 / с .
И спользуя  соотнош ения (7а) и (11а) м ож но вычислить Л (0 ,ф ) при раз­

личных значениях параметра с.
Результаты  расчета величины /?((), ф) для ряда значений параметра с 

приведены на фиг. 1. К ак видно из фигуры, но м ерс увеличения с  корреля­
ционное расстояние увеличивается. Е сли при с 1 радиус корреляции 
порядка л , то  при с ~  3 ( а — 3/2/г) нормированная корреляционная функция 
по м одулю  близка к  едипицо во всем рассматриваемом нами интервале 
изменения величины ф(ф ^  10).

О б щ и й с л у ч а й .  В самом общ ем случае корреляционная функ­
ция определяется формулой (5). О граничимся вновь изучением функции

6*
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Л ( О, ф). П олагая и формуле (5) фх =  ф3 =  ф4 =  0 и ф2 =  Ф» получим
со

2  1  (Ст> 0> 1|,) /о (с™’ 0)
Л ( 0 ; ф ) «

т=1
/ с о  со

К  2  S- 0) S  =г *
т = 1

с т >  11’ )  / ( > ( с т >  0 )

ГП=1

Результаты  расчета величины Н ( 0, ф) для ряда значений а  и с при­
ведены на фиг. 2 , 3.

Н а фиг. 2 показан  характер изменения корреляционной функции по 
мере изменения параметра с  при не малом а (а  =  1). Сопоставление кри­

вы х фиг. 2 и фиг. 1 показы вает, 
что при а  =  1 качественно карти­
на остается такой ж е, как и при 
малы х ф лю ктуациях ( а < ^ 1 ) .  К о ­
личественное различие иллю стри­
руется  фиг. 3 , где приведена кор­
реляционная функция при раз­
личных значениях а  для случая 
с  =  1 ( h  =  2 а ) .  К ак видно из 
фиг. 3, по мере увеличения флюк­
туаций функция /?(0 , ф) стремится 
к  sin ф/ф.

В заключение заметим сле­
дую щ ее.

Результаты , полученны е при 
изучении статистических свойств 
дифракционного изображ ения, с о ­
здаваемого параксиальными фо­
кусирую щ им и системами (в част­
ности, и  результаты  настоящ ей 
работы ), м огут быть использова­
ны при исследовании задач антен­
ной статистики, связанной с  флю­
ктуациями в амплитудно-фазовом 
распределении источников по апер­

ту р е  антенны. Ф лю ктуации м огут быть обусловлены  ф лю ктуациями ноля 
в падающей на антенну волне (нмепно этот случай и рассматривается при

'(/ У

Фиг. 1

т . у
R ( 0 ,  У '
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изучении статистики дифракционного изображ ения), а м огут такж е поро­
ж даться и самой антенне. В последнем случае следует различать статистику 
по ансамблю однотипных антенн (за счет неточности изготовления антен­
ны, неоднородности материала, из к отор ого  изготовлена антенна и том у  
подобное) и статистику п о  времени (за счет случайны х деформаций поверх­
ности  антенны из-за ветра или перепада температуры , нестабильности 
питания элементов антенны и том у подобное). Д ля флюктуаций, п орож ­
денных в самой антенне основн ую  р ол ь , обы чно, играю т фазовые флюк­
туации. Е сли принять коэффициент корреляции м еж ду знчепиями фазы 
в двух  точках квадратной апертуры  в га уссовой  форме, то, как нетрудно 
показать , норм ированная корреляционная функция для поля антенны 
в дальней зоне вы раж ается соотнош ением  (5). П ри этом под  а следует 
понимать дисперсию  фазы в апертуре, а в вы раж ениях (4) для ф необ­
ходим о произвести  замену y l j  —> sin Ocos <p; z / /  —> sinG sin ф, где О, 
Ф —  углы , характеризую щ ие направление на точ к у  наблюдения в даль­
ней зоне.

Таким  образом , полученные в настоящ ей статье результаты  м огут быть 
непосредственно использованы  при исследовании корреляционной функ­
ции поля антенны в дальней зоне. В частности , величина В ( 0, ф) характе­
ризует корреляцию  поля в двух  главных п л оск остя х , причем одна из 
точек наблюдения леж ит на направлении главного максимума.
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