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НОРМАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ В ТВЕРДОМ ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ СЛОЕ

И .  А. В и к т о р о в , О. М . Зубова

Рассматривается задача о гармонических волнах в твордом цилиндри
ческом слоо, распространяющихся' в направлении, перпендикулярном 
образующей.

В 1917 г. Лэмбом была теоретически решена задача о синусоидальных 
волнах в плоском упругом твердом слое со свободными границами [1]. 
Было показано, что при заданных частоте со и толщине слоя 2h в послед
нем может распространяться определенное конечное число волн. В нашей 
литературе принято называть эти волпы нормальными. Все нормальные 
волны в слое можно разбить на две группы — симметричных и анти
симметричных волн. В первых движение симметрично относительно сре
динной плоскости слоя, во вторых — антисимметрично. В настоящее 
время нормальные волны широко используются в ультразвуковой дефек
тоскопии тонкостенных образцов [21, а также при создании дисперсионных 
ультразвуковых линий задержки. В ультразвуковой дефектоскопии нор
мальные волпы часто применяют для контроля изделий, имеющих форму 
полых цилиндров и оболочек 13, 4]. В связи с этим представляется ин
тересным рассмотреть вопрос о нормальных волнах в цилиндрическом 
твердом слое, распространяющихся перпендикулярно к образующей 
цилиндрической поверхности в касательном направлении; именно такое 
направление распространения обычно используется на практике.

В данной работе рассмотрение проводится для простейшего случая 
гармонических (зависимость от времени согласно множителю е~ш , 
который для краткости везде опускается) плоских нормальных волн, ког
да в цилиндрических координатах г, 0 , z (фиг. 1) упругое поле не зависит 
от z . Аналогом нормальных волн в плоском слое в этом случае можно 
считать решение уравнений упругости, которое имеет следующие свой
ства :

1. Удовлетворяет условию отсутствия напряжений на внешней и внут
ренней поверхностях цилиндрического слоя.

2. Зависит от угловой координаты 0 по закону е±1р0, где р  — не
которая безразмерная величина, которую можно называть угловым вол
новым числом.

3. При стремлении радиуса кривизны цилиндрической поверхности 
к бесконечности и конечных h и (о переходит в нормальные волны в пло
ском слое.

При такой постановке задачи фронтами распространяющихся в слое 
нормальпых волн будут являться плоскости, проходящие через ось ци
линдра (см. фиг. 2). Угловое волповое число р  будет характеризовать на
бег фазы волны при прохождении единичного углового промежутка. Связь
между пространственной периодичностью в волне при разных радиусах

п 2л у-) 2л г\и числом р  определится соотношением ^  /ti =  пъ =  — п  
(обозначения см. на фиг. 2). Будем называть длиной волны \  в цилиндри-
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ческом упругом слое длину пространственной периодичности на средней 
поверхности, волновым числом к  — величину 2яА, а фазовой скоростью 
с, соответственно, са/к. Аналогичные величины, относящиеся к плоскому 
слою, будем обозначать индексом О(ро, ко, ко и так далее). Чтобы избежать 
необходимости искусственного ограничения задачи случаем целых зна
чений р , мы, пользуясь методом Малюжинца [5], будем рассматривать ре
шение в бесконечном угловом интервале—оо< " 0  < [  оо, считая ось г

линией разветвления бесконечного порядка. При таком подходе различ-
0

ные значения решения в интервалах п ^  п +  1 для различных
целых п, естественно, интерпретируются как поля, соответствующие по
следовательным пробегам волн по слою.

Выразим решение задачи через потенциалы ср и ф продольных и 
сдвиговых воли, описываемых уравнениями
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волновые числа,Здесь ki =  (о " | / ^ * jT» ** =  <0| / Г~  — соответственные
X и ц — упругие постоянные Ламе, р — плотность среды. Компоненты 
смещения можно представить через ( р и ф  следующим образом:
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Общими решениями уравнений (1), зависящими от 0 согласно множите
лю eip0, являются

ср =  [AJP (ktr) +  CNP (hr)] eip\

Ф =  [BJP (hr) +  DNP (hr)] eip0, (3)

где A , B, Cy D — произвольные постоянные, J v (h,tr), Arp (/cl)tr) — функ
ции Бесселя и Неймана порядка р. Условия равенства нулю напряже
ний вгг и а0;* при г =  Д1г2 дают нам четыре уравнения для определения 
А у В у С, D. Используя тождественные соотношения между цилиндри- 
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• ческими функциями, мы можем записать эти уравнения так:

iaJ fa )  А — J + fa )  В  - f  iaN~ fa )  С — N* (г/,) D — О 
iaJ- (х2) А - Г  fa )  В  +  ia.N~ fa )  С — N + fa )  D =  0 (4)
а [ Г  fa )  -  2bJp (Ж!)] А +  iJ-  (?/l) В +  a [N+ f a ) - 2 b N p fa)]C+iN~fa) D = 0 , 
а [ / + (х2) -  2bJv (ж2)] А +  iJ (г/2) В +  a [N+ (x2) - 2 b N p(x2)]C+iN-fa)  Z>=0,

t
где / + (z) =  / p_2(z) +  / p+2(z), J  (z) =  /p_2(z) — / p+2(z), N +(z) =2Vp_2(z)+  
+  Np+t (z), N~ (z) =  iVp_2 (z) -  N p+2 (z)

к2 к2
а  =  Т2» ^ =  7 г ^ ’ ж1.2 — ^/^1,2* J/ji.a =  i,2*Ar, /cz

Написанная система имеет нетривиальное решение при равенстве 
нулю ее определителя. Это условие после простых преобразований 
может быть записано следующим образом:

lbJp (Xj )  Jp+ 2  (Xl)] *^p+ 2  ( j / i )  \bl\'p ( # i)  Л гр+ 2  {xi)\ N p + 2  {yi)
[bJV ( ^ l )  JV—2  ( ^ l ) l  ^ p —2 (* / l)  [W V p  ( $ i )  Np—2 ( # ] ) 1  Л Гр_ 2  (? / i)

[6 / p  (a:2)  ^ p + 2  (^ 2 )]  ^ p + 2  (?/г) [^Л ^р (^ 2 ) iV p + 2  (rc2)]  iVp_j_2 (j/2 )

[fc /p  (# 2)  Jp —2 (# 2 )] ^ p—2 ( j/2 )  p ( £ 2)  ^  p—2 (^ 2 )]  Л Гр__2 ( j / 2)

Уравнение (5) является характеристическим уравнением, определяющим 
связь неизвестпого волнового числа к = р /  JR с волновыми числами /с*,* 
и геометрией слоя (Л и К). Определив к , три из четырех констант Л, Л, 
С, Z) можно выразить через четвертую с помощью системы (4), после 
чего выражения (3) для потенциалов становится, с точностью до общего 
амплитудного множителя, полностью определенными.

Для проведения количественных оценок влияния кривизны слоя на 
характеристики нормальных волн в нем, рассмотрим случай слабо ис-

h k0h - ,  Я,о 2якривленного слоя, когда 
1 параметром малости,считая

Ро

Ро ^ д  Ро 
можно представить

1. В этом случае

волновые числа
нормальных волн в цилиндрическом слое в виде

(в)

где f u g  — некоторые функции коэффициента Пауссона v и k0h , а ци
линдрические функции, входящие в формулы (3) — (5), замелить асимп
тотическими представлениями через полусходящиеся ряды Дебая [6]. 
Эти представления будут различны в зависимости от того, является ли 
аргумент функции большим чем индекс или меньшим, что в свою оче
редь определяется толщиной плоского слоя, соответствующего рассмат
риваемому цилиндрическому, и номером нормальной волны, которая 
нас интересует.

Выполнив вычисления, можно показать, что g (v, kji) =  0, т. е. в 
первом приближении цилиндрическая кривизна не влияет на скорость 
и другие характеристики нормальных волн в твердом упругом слое.

Вычисление квадратичной поправки к к0 связано с очень громозд
кими выкладками и было проделано нами только для наиболее часто 
встречающихся в практике двух нормальных воли — нулевой симмет
ричной и нулевой антисимметричной. Установлено, что при малых тол
щинах слоя, когда эти волны представляют собой, соответственно, про
дольную и изгибную волны в тонкой пластинке, порядок величины 
/  (v, k0h) равен единице и к — /с0( 1 — 1 /  р02). При толстом слое (/г~Х 0), 
когда обе нулевые нормальные волны становятся похожими на рэлеев-
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ские волны, распространяющиеся вдоль границ слоя, порядок /  (v, k0k) 
равен (k0h)2 ■ ek>h и к — к0 ( l — ek°h)- Точный численный расчет пока

зал, что при ~  =  2, к =  /с0 1̂ 1,61-10®

0,98-109j
Р<?

Ро2 ) для v =  0,25 и к = ко ( l  —

) *ля v =  0,35.
Таким образом, поправка к  волновому числу цилиндрического слоя 

(по сравнению с /сь) является квадратичной относительно 1 /  р0 и су
щественно зависит от толщины слоя й номера нормальной волны.

Из выражения (6) можно найти фазовую скорость с нормальной 
волны в твердом цилиндрическом слое; она оказывается равной с0 X
X [l /  (v, k0h) 

Ро1
. . . J . По известному соотношению между фазовой и

групповой скоростями можно наити групповую скорость нормальной 
волны в цилиндрической слое и показать, что

/  (V, коh) —д / ( у, k0h) 
д (kQh) kQh

Ро*

Таким образом, поправка к групповой скорости, обусловленная кри
визной слоя, является также квадратичной по 1 / р0 величиной, зави
сящей от толщины слоя и номера нормальной волны.
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