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К ОБОБЩЕНИЮ ТЕОРЕМЫ КИРХГОФА ДЛЯ СЛУЧАЯ 
ПОВЕРХНОСТИ, ДВИЖУЩЕЙСЯ ПРОИЗВОЛЬНЫМ ОБРАЗОМ

В . А .  Х р о м о в
Получена формула Кирхгофа для решения волнового уравнения 

в результате интегрирования уравпепия Dtp =  0  в пространстве четы­
рех измерений. Решение выражено в виде интеграла по поверхности, 
движущейся в пространстве произвольным образом со скоростью мень­
ше с.

Существует предложенный Кирхгофом способ интегрирования волно­
вого уравнения с использованием формулы Грина. Формула Кирхгофа 
выражает значение функции (р в некоторой точке в некоторый момент вре­
мени через запаздывающие значения функции и ее производных на по­
верхности, окружающей эту точку. Представляет интерес обобщение 
формулы Кирхгофа па случай, когда поверхность движется в простран­
стве.

Будем искать решение однородного волнового уравнения

4 ? - ^ ж .  =  °- (*)
где с — скорость распространения волн. Введя новые координаты

х г =■ Ху х2 =  у,  =  z, х4 =  ict 

уравнение (1) можно переписать в виде

Здесь

□  ф =  о.

является четырехмерпым обобщением оператора Лап­

ласа А. Таким образом, решение уравнения (1) сводится к решению ста­
тического уравнения (3) в пространстве четырех измерений, аналогич­
ного уравнению Лапласа.

Как и для трехмерного случая можно получить формулу Грина для про­
странства четырех измерений:

5 (® □  <Р — Ф □  «О dV =  \  (w | |  — ф j£ ) dS, (4)

где V — область четырехмерного пространства, ограниченного поверх­
ностью S y ср и w — скалярные функции от четырех координат, непрерыв­
ные в объеме V и на поверхности S  вместе со своими первыми и вторыми
производными, N  — единичная внешняя нормаль к S . Будем обозначать/
через Xi координаты фиксированной точки наблюдения, лежащей внутри
поверхности 5 , через — координаты переменной точки на поверхно­
сти S.  Расстояние между этими точками будет равно
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Как нетрудно показать непосредственным дифференцированием, уравне­
нию (3) во всех точках, за исключением особой точки R  =  О удовлет­
воряет функция

w =  i /R * .  (б>

Исключим эту особую точку гиперсферой S' радиуса R'.  Объем V будем 
ограничивать поверхностями S  и S'. Так как функция (р и w удовлет­
воряют уравнению (3), то левая часть уравнения (4) равна нулю. Под­
ставляя функцию w, определяемую выражением (6) в правую часть 
уравнения (4) и учитывая, что интеграл по поверхности S' +  S  равен 
нулю, получаем

1 дер
я* "Ж — Ф

S'

1 дер 
Л 2  3 N

На гиперповерхности S' выполняются соотношения

дф дф Г д / 1 \
~т ~~ ~  ’ L"^v \ R2, )

Площадь поверхности гиперсферы равна 2п2(Н')9. Легко убедиться, что 
при стремлении радиуса R'  к нулю левая часть уравнения (7) стремится
к значению 4л2ф(%, х2, х3, хА). Таким образом, решение однородного 
волнового уравнения (1) запишется в виде

ф (# i, Х2, Х3, Ж4) —  , 2 \
1 дф

4л2 J Д* dN
s И (9>

т. е. решение уравнения (1) выражено в виде интеграла по гиперповерх­
ности S.  Пусть уравнение этой гиперповерхности задано уравнением

F (x ly а2, x3t хА) =  0.

Уравнение (10) можно рассматривать как уравнение обыкновенной по­
верхности, движущейся в пространстве трех измерений *. Подынтеграль­
ное выражение в правой части уравнения (9) можно выразить через нор­
мальную скорость Vn этой поверхности (где п — трехмерная нормаль). 
Дифференцируя уравнение (10), его можно преобразовать к следующему 
виду:

где pn =  VJc  — безразмерная нормальная скорость поверхности (см.
[1]). Таким образом, выражение (10) можно трактовать как уравнение 
поверхности, каждая точка которой движется по направлению нормали 
со скоростью Vn. При рЛ =  1 выражение (11) переходит в уравнение фрон­
та волны

4
2  (dF/dxiУ =  0 или 1 — р* =  0. (12)
1=1

Условие движения поверхности со скоростью меньшей с имеет вид

4

2  (dF /  d x , f  >  0 или 1 -  рп >  0.
г = 1

* Предполагается, что скорость движения поверхности меньше с.



Направляющие косинусы четырехмерной нормали выражаются через 
уравнение гиперповерхности следующим образом

OF

cos (xif N) =
dxi

/s dF 2

* - l  V
Используя выражение (11), cos(g{, N) можно выразить через 0n:

cos (x4l N) = К
‘ V i - s ;  ’

cos (xif N) =
cos ( x it  n )

(14)

(15)

Предположим, что уравнение гиперповерхности задано в явном виде 
относительно х3

х3 =  f ( x 1, x 2,x 4). (16)

Элемент гиперповерхности dS  выражается через его проекцию па ги­
перплоскость xs =  const следующим образом:

d x  1 d x 2 d x 4 
cos (x3, N)

Используя соотношения (15), можно получить следующее выражение 
для dS:

dS =  Y 1 -  Pn ds dx4,

где ds =  dxy dx2/  vos (x3, n) — элемент обычной двумерной поверхности 
в пространстве трех измерений. Пользуясь полученным выражением 
для dS , равенство (9) можно переписать так:

/ / / / = ш  \ds \ [ i t  - ж -  ‘Р Ш  (4*)] dx*-
S  х4

х1тобы выполнить интегрирование в правой части равенства (19) 
по координате х4 в пределах от х4 =  ау —> — сю до х4 = а2—* -|- оо, прежде 
всего выразим 5<р /ON и д /  ON (1 /  Н2) через производную по трехмерной 
нормали п, производную по х4 и нормальную скорость (in. Для этого 
воспользуемся выражением для производной по четырехмерной нормали

( 2 0 >
i=l 1

а также соотношением (15), тогда можно получить следующее выражение 
для интеграла но х4 от первого члена подынтегрального выражения в 
равенстве (19)

L  ^  d xA 
R *  д х 4 i  4

Для простоты выберем пока пачало отсчета времени так, что в 
момент наблюдения время наблюдателя t'  =  0 (х4 = 0 ) . Тогда

Л2 =  г2 -f x l  (22)
где г — расстояние в трехмерном пространстве от элемента поверхности 
до точки наблюдения. Подынтегральное выражение (21) имеет два 
полюса, расположенных в точках х4 = — ir, х4 =  ir.
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Уравнение поверхности, значение функции <р и ее производных 
(Зф/дпу 3ф/3я4) заданы для моментов времени, предшествующих наблю­
даемому. Это означает, что ф, Зф/Зп, 3ф/3я4,рп определены для значений 
комплексного переменного х41 лежащих на отрицательной мнимой оси 
х4. Продолжим аналитически эти функции на всю комплексную пло­
скость х4. Для значения ф, Зф/дп, Зф/З.т4, ,3П определенных для пред­
шествующих времени наблюдения моментов, полюс будет лежать 
в точке х4 =  — гг.

Будем считать, что функции ф, Зф/дп> дц/дх4> рп однозначные, огра­
ниченные функции на нижней полуплоскости комплексного переменного 
х4 (см. фигуру). Тогда полюс х4 =  — ir 
будет единственной особенностью 
подынтегральных выражений (21). Со­
гласно лемме Жордана путь интегри­
рования может быть деформирован из 
действительной оси в окружность во­
круг полюса х4 =  — ir. Разложение R 2 
в точк х4 =  — ir дает

<аз>
Вычисляя (dR2/dx4)Rt=0 с использова­
нием уравнения поверхности (10), мож­
но получить

(ЗЛ2/Зх4)к.=о =  -  2ir (1 -  Ы ,  (24)
где рпг — проекция скорости поверхности VJc  на направление.

Беря вычет относительно полюса х4 =  — ir и, затем, переходя к пе­
ременной t, можно получить для интеграла / 2 следующее выражение:

1 Зф 1 
4я дп г (1 — рпг) 4лсг (1 — pnr) dt •

Здесь, как и в дальнейшем, значение величии Зф/дп, Зф/З/, рп, рпг 
берется в момент, предшествующий паблюдаемому па время г/с. Вы­
числим интеграл

(2б)
«I

Так же, как и раньше, раскрывая производную по четырехмерной 
нормали, выражение (26) можно переписать следующим образом:

Займемся первым членом выражения (27). Нормаль п зависит от коор­
динаты х4 (от времени). Раскрывая полную производную по х4} первый 
интеграл можно переписать в виде
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где д/дп — частная производная по п. Производя интегрированиег 
получим

/ * ==“ 4й 9й [г(1 -рпг) ]<1>- (29)
Теперь вычислим / 4:

<з °)
а ,

Интегрируя по частям, получим
а2

1 1 0*4 Г .
ST2 ф д 2 ) +

а ,

1 д I дх4 \
4яг (1 -  рвг) 0*4 \ 0* ф/ ‘

Первый член правой части выражения (31) можно не учитывать. 
В самом деле, вклад в значение функции ср от этого члена будет равен

Ф
1 дХ\ «2

ds.

Как нетрудно видеть, при > — ос, а2-> + о о , так, что а?,аз>>г2этот 
член будет равен нулю. Таким образом, раскрывая в (31) производную 
по и переходя к переменной t, можно получить

дг
4 т _  д* дф (32)

4 Ancr (1 — рпг) дГ

Вычислим теперь второй интеграл в правой части равенства (27). 
Интегрируя по частям, получим

/ к = ( * т ) .4лсг (1 — pnr) dxt (33)
а 2

не дающии
1 1  В I

Здесь мы, как и раньше, отбросили член — ^ Ф 'Т Р Т

вклада в значение функции ср. Раскрывая в (33) производные по хл 
и переходя к  переменной t , выражение для / 6 можно преобразовать 
к виду

Рп_____  Зф _______dt ,Q,V
4 я с г  (1  —  p n r ) a i  4 я с г ( 1 - р п г )  V- WЛ  =  —

Перенося начало отсчета времени на V и принимая во внимание выра­
жения (25), (29), (32), (34), можно написать окончательное выражение 
для ср:

<р!(х', у', 2\  <') =  4̂ $

+

дг
дп дф

* 1 дф д_ Г 1 1г (1--  Р„г> в» дп

2.3„ дф аг Л  А

Ф +

(35)

cr “  f*nr) d t  c r  V  —  Pnr) d t  c r  (1 —  3nr)

Значения величин, стоящих под знаком интеграла, берутся в моменты 
времени t == t' — г/с, где г — мгновенное значение расстояния ‘ до того
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положения участка поверхности, из которого приходят возмущения 
в точку наблюдения, в момент времени t'.

При рп =  0 выражение (35) переходит в формулу Кирхгофа для 
неподвижной поверхности. Значение <р(ж', у ', z'y I') однозначно опре­
деляется, если кроме значений ср, д<р/дп, d(p/dt, которыми определяется 
значение ср в точке с координатами х \  у ' , z ' в момент времени V в 
случае неподвижной поверхности, на движущейся поверхности известны 
значения нормальных скоростей рп и ускорений д$n/dt поверхности.

Если известно, что поле на поверхности но- времени изменяется по 
гармоническому закону ср =  гр cos wt, то из выражения (35) мы получаем

где к  =  w/c — волновой вектор.
В заключение автор выражает глубокую признательность Г. Д. Ма- 

люжицу за постановку задачи и интерес к  данной работе и Л. А. Чер­
нову за обсуждение полученных результатов.

cos (wt — кг) dip д

t
г (1 -  Pnr) дп дп L г (1 -  зпг)

(36)
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