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РАССЕЯНИЕ ЗВУКА, ОБУСЛОВЛЕННОЕ МАЛЫМИ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫМИ ИЗМЕНЕНИЯМИ ПАРАМЕТРОВ

В УПРУГОЙ СРЕДЕ
I I .  А .  Ч абан

Р а с с м а т р и в а е т с я  р а с с е я н и е  з в у к а  в  и з о т р о п н о й  у п р у г о й  с р е д е  н а  н е о д н о 
р о д н о с т я х ,  с о з д а в а е м ы х  м а л ы м и  о т к л о н е н и я м и  п а р а м е т р о в  о т  и х  с р е д 
н и х  з н а ч е н и й  п р и  п р о и з в о л ь н о м  р а з м е р е  э т и х  н е о д н о р о д н о с т е й .  П о к а 
з а н о ,  ч т о  р а с с е я п н о о  п о л е  м о ж е т  б ы т ь  п р о д с т а в л е п о  в  в и д е  и н т е г р а л о в  
н о  т р о м  в и д а м  и с т о ч н и к о в :  с ф е р  я ч е е к  и - с и м м е т р и ч н о г о ,  д и п о л ь н о г о  и  
к в а д р у п о л ы ю г о  т и п о в .  П р и  э т о м  у к а з а н н ы е  д п п о л и  и  к в а д р у п о л и  я в л я ю т с я  
д и п о л я м и  и  к в а д р у п о л я м и  « э л е к т р и ч е с к о г о »  т и п а  с  о с я м и  в д о л ь  н а п р а в 
л е н и я  с м е щ е н и я  в  п а д а ю щ е й  в о л н е .

Вопрос о рассеянии звука, обусловленном малыми изменениями па
раметров в жидкости, был подробно исследован в ряде работ. Показано, 
что в области применимости метода малых возмущений рассеянное поле 
может быть представлено в виде интегралов от распределенных по объ
ему элементарных источников сферически-симметричного и диполь
ного типов, причем сфернчески-симметричные источники возникают в ме
стах отклонения сжимаемости, а дипольные — в местах отклонения плот
ности от их средних значений [1].

Из такого представления, ввиду ортогональности нолей, создаваемых 
элементарными источниками разных порядков, н, следовательно, адди
тивности энергий этих полей, непосредственно следует, что расстояние* 
обусловленное изменениями сжимаемости и плотности можно рассмат
ривать независимо. Для упругого тела аналогичного представления рас
сеянного поля в литературе не встречается. Здесь до конца решена зада
ча лишь в случае малых размеров неоднородностей (рэлеевское рассе
яние) 12, 3). В связи с этим в настоящей статье рассматривается рассея
нные звука в упругом толе, обусловленное малыми изменениями пара
метров, при произвольном размере неоднородностей.

Как и для жидкости, поставленная задача может быть решена методом 
малых возмущений. Для применимости метода нужно, чтобы рассеянное 
поле было мало. Это условие выполняется при ограниченном рассеиваю
щем объеме и достаточной малости отклонений параметров от их средних 
значений.

Представим параметры среды следующим образом:

Х =  \ 0 -\- ЬХ} [ I =  |Х0 +  бр, Р =  Рп +  бр,

где X, р — коэффициенты Ламэ, р — плотность, Х0у р0, р0 — усредненные 
по пространству значения параметров X, р, р; 6Х2 бр, бр — их отклоне
ния от средних значений. Условия малости отклонений параметров 
запишутся так:

Обозначим через ср0, А0, ср1? А1у 
векторный потенциалы падающего,
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(р, А соответственно скалярный и 
рассеянного и полного ноля; при



этом <p =  фо +  фъ Л =  А0 +  Ах. Аналогично для смещения мы имеем 
и =  и0 +  иь  где

u0 =  grad фо +  rot А0, Uj =  grad фх +  rot Ах. (3)

Уравнения движения упругой среды имеют вид:

Подставляя формулы (1), (3) в (4) и учитывая (2), мы получаем для 
случая гармонической волны частоты о)

Введем следующие обозначения:

div u0 =  б0, div щ =  0Ь rot u0 =  Й0, rot ux =  Q1?

Fi =
d_

dX{ [бХмоаа]
d x

du duO k'

dXi —  С02брМ0г* (6)

Составляя div и rot от обеих частей формулы (5), получим следующие 
уравнения для определения Ох и Ох

<*>2Ро01 +  (К  +  2ц0) Д01 =  div F, (7)

С0*Р0Й1 +  роДЙх =  rot F. (8)

Решения уравнений (7), (8) имеют вид:

0! (*о, У о, 20) =  — 4д +  Щ  ])] div F (xyz) - у -  dxdydz
iftr

(£<ъ Уо, Ч )  - -  —
i

4яр0
ГАГ

rot F (xyz) —7— dx dydz,
v

(9)

( 10)

. -в /  cd2Po -9 /  o-poгде /с =  у  у ——9~q у к = у  —---- волновые числа продольной и попе-
речной воли в среде с усредненными параметрами, а г =
=  У Ы  — x f  +  (у0 — уУ -|~ (z0 — z f .  Формулы (9), (10) и есть искомые 
общие формулы, которыми мы воспользуемся в дальнейшем. Отметим 
здесь лишь следующее: рассеянное иоле в некоторой точке (ж0, yQ) z0) 
складывается из полей, рассеянных от всех неоднородностей, кроме 
неоднородности в точке (x0t y0l z0), и из собственное ноля неоднородности 
в точке (х0, у0, z0). Второе слагаемое учитывает не интересующее нас влия
ние па рассеянное поле отклонения параметров в точке наблюдения от 
их средних значений и, следовательно, может быть отброшено. Итак, 
под V мы должны подразумевать в дальнейшем рассеивающий объем 
без окрестности точки наблюдения.

Перейдем к нахождению рассеянного поля для конкретного вида 
падающих полей. Рассмотрим сперва случай продольной падающей 
волны.

Пусть вдоль оси z падает плоская волна с потенциалом смещения 
фо (z) =  ф0<г1Аг. Используя формулу (6), можно написать Fx =  — ^(6Х0О);
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Fz = - l  (Щ .)  -  2 i  («ji ? £ )  -  <o26pu0z

Отсюда для div F и rot F получаются следующие выражения:

div F =  -  A (6M0) -  2 g  (Sfi ^ f )  -  JZ (co26p«0z), (1 1 )

rot F =  (eu §-x - e x 1t) [2 ±  («ц. +  co26p«02] , (12)

где ex, e,„ e* — единичные векторы в направлении координатных осей 
Подставляя выражения (11) и (12) в формулы (9) и (10), получим

rikr
°i (*Ь, 2/о, *о) =  4п (Х0 +  2ц0) JJj А [б?1 00 (Z)] “ Г-  dxdlJdz

(0‘
4 л  (А о +  2jA0)  ,U  J  d z

- г  к гд  е
ЗГ [Sp (ж, 2/, Z) «0г (2) — — —  rfzcfydz +

2 л  (А о  Н
(13)

^  (х0, у0, z0) = <й2

4 я р ( J е* 2  — е» й )  бР С31' У’ z) к»2 С2)]-5-^— 'dxdydz •+-

+
1 а \ а

2яро V®* ду еУ дх) dz (Х’ У’ Z) dz
**о*(*)\1 e~ixrjj —f— dxdydz. (14)

Эти выражения в связи с поставленной задачей пужпо преобразовать 
к виду, аналогичному виду рассеянного поля в неоднородной жидкости, 
т. е. таким образом, чтобы под знаками интегралов стояли поля элемен
тарных источников. С этой целью воспользуемся ограниченностью рас
сеивающего объема V и будем считать, что 6А, 6^, бр их производные обра
щаются в нуль па границе области V . Тогда выражения (13) и (14) можно 
преобразовать следующим образом.

Ol (*о, Уо, 20) =
1 —гкг

4 я  (А о 2 р о )
U 6А (ху уу z) 0О (z) А [̂—г— ) dxdydz

(0 ‘

4я (V, +  2а0) j.). бР (ж- У> z) м°2 (z) Ш (“ Г " ) dxdydz
V

1
2 я  (Ао -J- 2|Д-о) 555 би (*, у, я)

d u o z  ( z )  d 2 /  e ~ i k r  

d z  d z 2 \ r
dxdydz (15)

Q x {Xo, 2 /0 ,  2 o )  =  — yo —у1  -  X±T ^ )  бр {X, y, z) u0z (z) Jr X

X ( dxdydz -  - - Уо — ?/ а:0 — x \ z0 — z
’X 'V

\  z o —

/ r X

X

v

6ц (ж, 2/, я) uoz (z) ( V - )  — T  Jr ( “ 7— )] dxdydz.
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Воспользовавшись известными соотношениями для сферических функций 
Хапкеля, нетрудно выражения (15) и (16) преобразовать к следующему 
виду:

9i (*о, Уо, Zo) =  4п7 Яо* +  2Ы  \ \ \  (*> У, Ю +  4  (*» У’ z ) ]  х

X «ог (z) ho (кг) dx dy dz +
ik*+  4^-0\) \  6p (x, y, z) uoz (z) ltl (kr) px (cos 6) dx dy dz —

k*
■in (U +  2|x0) бц (x, y, z) uoz (z) h2 (kr) P2 (cos 0) dx dy dz; (17)

(го. Уо, z0) =  —
V

&P (*, y, z) 
Po U0z(z)h1(xr) x

X Pi (cos 6) dx dy dz -f-

+
ftx8

6яр0 J1. 
У-

еф6(х (x , у , z) u QZ ( z )  h2 (ur) Pi (cos 0) dx dy dz, (18)

где сф — единичный вектор в ф-направлении, hn— сферическая функ
ция Ханкеля 2-го рода n-ого порядка, Рп (cos 0) — полином Лежандра 
п-го порядка, Рп (cos0) — присоединенный полином Лежандра. Учиты
вая, что

k2hn (кг) Рп (cos 0) =  — Д [hn (kr) Рп (cos 0)1, 

х 2ефЛп ( к г )  Р п  (cos 0) =  rot rot [ejin (кг) Рп (cos 0)],

и подставляя вместо uoz его выражение через потенциал, получим 
окончательно

2
ik3 ем * ,2/.*) +  X ^  (“•У’*')

<Pi (*о, Уо, z0) =  Щ -------- А.0 +  2р0 фо (2) h0 (kr) dx dy dz —

£  ~ (Xpo' Z) фо ^  h l  (/cr) P l  (C0S 0) d x  d l J  d z  ~

w  f f i  i ! w  ф° (z) K  { k r )  p * (cos 0) d x  d y  d z '
(19)

Ai (a:0, y0, zo) =  -  ^  Щ  e„ — z) cp0 (z) /ix (sr) (cos 0) dx dy dz —

Ф° (z) h* (***) P \ { ^ ) d x d y d z .  (20)
V

Как видно из выражений (19) и (20), изменение модуля всестороннего 
сжатия приводит к распределенным сферичееки-симметричным источни
кам, изменение плотпости — к источникам дипольного типа (с осью 
по z), изменение модуля сдвига — к источникам квадрупольиого типа 
(с осью по z). Если размеры рассеивающей области малы по сравнению 
с длиной продольной и поперечной волны и точка наблюдения нахо
дится далеко, то выражения (19) и (20) переходят в формулы рэлеев- 
ского рассеяния: интенсивность рассеянного поля пропорциональна 
четвертой степени частоты. При этом поля, рассеяпные на изменениях
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модуля всестороннего сжатия, плотности и модуля сдвига, оказываются 
одного порядка. В отличие от жидкости, где относительная амплитуда 
сферически-симметричной волны, рассеянной малой областью, равна 
относительному изменению модуля всестороннего сжатия 6К / К0>
в упругой среде амплитуда соответственной волны равна -----

относительному изменению модуля всестороннего сжатия, деленному 
на постоянный коэффициент 1 +  “у  ^  •

Для удобства при сравнении со случаем падения поперечной волны 
перепишем выражения (19) и (20) в следующем виде:

ф! (яо> У о, 20) =
Ь% (х, у, z) +  -g — бИ* (*, У у z)

ikz ________
4я )])i h  + tyo

V

Фо (z) h0 (kr) dx dy dz

— ш  \ \ \  8— х’рЦ’Z)"фо ^ J  601 6̂’ ^  hl ^  d x d y d z ~
V

— -Ц - Щ  фо ^  J  eo2 ^ ф) !h ̂ dx dy dz;

Ai (x0, y0, Zo) =  -  ^  \ \ \  6p l*’*’ Z) фо (z) Me01 (r) dx dy dz
V

Po

6я ~L(+  % z» ' фо ^  Me°2 ̂ dx dy dz’

(21)

где Jemn (9, ф) =  Pn (cos 0) cos ф — угловая сферическая функция, 
Memn(r) — одно из решений векторного уравнения Гельмгольца (см. [5]).

Перейдем к случаю поперечной падающей волны. Пусть вдоль оси 
z падает поперечная плоская волна, смещение в которой происходит 
вдоль оси х. Векторный потенциал такой волны имеет лишь у-ком- 
поненту A0(z) =  (0, A0(z)> 0). Пусть A0(z) =  A0e~lxr. Тогда щх =  iytA0(z) 
и

л / Ji# \
— ©а6 риох.

F-,

Отсюда

div F =  —

rot F =  f e. ь_
ду

fdz \ 6|X < 4 *  \
dz J

* ч =  0 ,

_ ± ( 6u duOx \
dx \ dz J •

2  32 (  6u  **<» )
dx dz dz )

- e « w )

®2 aj(6p«o*)> (23)

duox
dz соЧриOx

ву dx 6x dy J dx ( ¥
duOx

dz (24)

Подставляя выражения (23) и (24) в формулы (9) и (10), получим

01 (®о, 2/0, z0) =
V

д [bp(x,y ,z)uox(z)]
—ikr

X

X dx dy dz +  2л ̂  2(Ao) Щ  dx dz
V

[ v  (x, y, z) dunx(z) l  e~ikrOx
dz J —-— dx dy dz . (25)
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(Xo, Уо, Zo) =  -
CO2 mV Sy -

_L_ 1 [[[ fe d -- fk d
r 4лр0 У

dz Ẑ dy

4- 1 Ш е d
-  e„

d
' ' 4яр0 ))) Iе* dy dx

,—IX г
д ~ e z i ) [м°* ^ бр (-х> у> dx dy dz +dz

) [ i  (б** (*- У’ z)
duox (2) \1 e~ ixr( I X

dz )] d x  d y  d z  +

v
e » i ) [ i  ( x > у  ^  ^ )] - 4 —  d x  d y  d z -  ( 2 6 >

Для того чтобы преобразовать эти выражения к нужному нам виду, 
будем действовать так же, как в случае продольной падающей волны. 
Воспользовавшись ограниченностью объема F, получим

6х (®о, Уо, г0) =  -  /Гл-(-?- Т 2̂  ))) ?>Р (*> У> *) «ох (г)
У

-  2п(С+2Ы  Й  ^ <*’ У’ z) Ul*  (z)

Э ( е
дх

{х„, Уо, Z0) ОУ
4я|Ло

V
1К

4лро

m
4л|10

6jx {х, у , z) иох (z) (еу _а_
dz

d2 / e - * '  \
dxdz \ Г )'

dp ____ dp __
e,J dz z dy

d \  d / e~ ixr

(~ -г:— j dx dy dz — 

jdxdydz, (27)

\ г*гj —-—  dx dy dz

e^ ) d l ( I ~ 7 - ) d xd y d z -

K ,  . , . / 9 д \  d / e—ixr
6ti (x, г/, г) Box (z) (ex 97 ~  е</ ж dxdy dz. (28)

Воспользуемся для дальнейших преобразований выражений (27) и (28) 
известными соотношениями для сферических функций Ханкеля и угло
вых, сферических функций J етп (в* ф)> а также следующими соотноше
ниями:
еу Zq — Z е. Уо— У =  xe^J =  ее sin ф +  еф cos 0 cos ср =  — V  2 Сеп (0, ф),

где ее — единичный вектор в направлении 0, Сатп (0, ф) — угловая сфери
ческая функция [4]

П с е11(е,ф )М хг) =  м£}(г),
У о — У ev =  [-7- X е2] =  — e*sin 0 =  — У 2 C„oi (9, ф),

— z Уо— У л  х0 —  х \  х 0 —  *1
Г  )  Г  \  *  Г  ‘ У Г /  Г  }

=  {[— Се sin ф — еф cos 0 cos ф] cos 0 -|- еф sin2 0 cos ф} /г2 (хг) =
=  | ---- y  е0 cos 0 sin ф — е* (cos2 0 -----cos ф J 2/г2 (хг) =  М£?2 (г).

К  (кг) {— (еу .* — е2 — г 1 )

Учитывая то, что hn (kr) Jemn (9, ф) является решением волнового уравне- 
иия, a М ^т  (г) решением уравнения rot rot Ф — х2Ф =  0, получаем окон
чательные выражения:

ф! (Яо> Уо, 20) =  4rt

+
ск2к
6я

/ л  г гг SP д о ( z )  h i  (kr)  J l u  {01 ф )  d x  d y  d z  +

A о (Z) h i  ^  J 1 1 2  (8 ’ Ф)d x  d y  d z  ’
(29)
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At (*„, y0, z0) = £  Щ to & Z j!  A0 (z) Mg> (r) dx dy dz +
V

+  i w S P & r ! s r ^ W MS  M <todydz. (30)
V

Как видно из выражений (29) и (30), при прохождении поперечной волны 
через упругую среду с малыми отклонениями параметров, изменения плот
ности бр/ро являются источниками волн дипольного типа, а изменения 
модуля сдвига 6n/(ta +  2{хо) являются источниками волн квадруполь- 
ного типа, аналогично случаю падения продольной волны. Из сравнения 
выражений (21), (22) и (29), (30) легко видеть, что указанные диполи и 
квадруполи являются диполями и квадруполями «электрического» типа 
с осями вдоль направления смещений в падающей волне как в случае 
падения продольной, так и в случае падения поперечной волны. Таким 
образом, в случае падения продольпой волны оси диполей и квадруполей 
располагаются параллельно направлению распространения падающей 
волны, в случае же падения поперечной волны—перпендикулярно к этому 
направлению. Отметим, что отношение амплитуд дипольных источников 
в случае падения продольной и поперечной волн равно к/х: это же отно
шение для квадрупольных источников равно 2/с2/х 2.

В заключение автор выражает глубокую благодарность М. А. Исако
вичу за предложение темы и руководство работой.
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