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РАСЧЕТ ПУЛЬСАЦИЙ ГАЗОВЫХ ПУЗЫРЬКОВ В НЕСЖИМАЕМОЙ 
ЖИДКОСТИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПЕРИОДИЧЕСКИ ИЗМЕНЯЮЩЕГОСЯ

ДАВЛЕНИЯ

М . И . В о р о т н и к о в а , Р .  И . С о л о у х и н

Проведена серия численных расчетов нелинейного движения стенки 
сферического газового пузырька, пульсирующего в неограниченном 
объеме несжимаемой жидкости под действием внезапно приложенного 
периодического поля давления. Состояние газа в пузырьке считается 
адиабатическим. Отмечены случаи появления больших амплитуд сжатия и 
расширения пузырьков при определенных соотношениях между размерами 
пузырьков, частотой и амплитудой воздействия. Проведены расчеты для 
периодических нагрузок сложного типа. Дана оценка влияния поверх­
ностного натяжения жидкости на пульсации пузырька. Расчеты выпол­
нялись на электронной вычислительной машине.

К задаче о негармонических пульсациях сферических газовых пу­
зырьков в жидкой среде приводит анализ ряда физических процессов 
в ультраакустике и физике кавитационных явлений, в гидродинамике 
аэрированной и кипящей жидкости, в теории распространения взрывных 
волн в воде, при детонации жидких взрывчатых веществ и в других 
процессах. Отсутствие механического равновесия между основной мас­
сой жидкости и слоями, примыкающими к пузырькам, существенно 
изменяет макросвойства такой двухфазной среды. Пульсирующие пу­
зырьки являются источником высоких локальных давлений и ударных 
волн в жидкости, а состояние газа внутри сжимающегося пузырька 
претерпевает резкие изменения в широком интервале температур и
давлении.

Для того, чтобы выделить наиболее характерные черты того или 
иного явления, связанного с пульсациями пузырьков, полезно рассмо­
треть простейшие случаи поведения отдельных газовых пузырьков под
действием внезапно приложенного внешнего ноля давления, постоян­
ного или изменяющегося во времени но заданному закону. Впервые ре­
шения таких задач были найдены Рэлеем и Лэмбом [1]. Было установ­
лено, что изменение радиуса пузырька во времени в сферически симме­
тричном случае для несжимаемой жидкости описывается уравнением

где а — радиус пузырька, рг— давление газа в пузырьке, ра> — давление 
в жидкости, а о  — плотность жидкости.

В работе [2] описано поведение пузырька под действием импульса 
давления с экспоненциальным спадом во времени. Определение за­
кона движения стенки пузырька в этом случае можно провести лишь-
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численными методами. Попытка численного решения аналогичной за­
дачи для синусоидального изменения внешнего давления с учетом по­
верхностного натяжения жидкости была сделана в работе [31. В этой 
работе было замечепо, что максимальное сжатие или расширение пу­
зырька сильно зависит как от амплитуды, так и от частоты изменения 
внешнего давления. Однако в этой работе сделано мало вычислений, что 
не дало возможности построить полную картину пульсаций пузырьков 
при различных частотах и амплитудах воздействия.

R

Необходимо подчеркнуть, что для конечной амплитуды действую­
щего давления длительность захлопывания и период вынужденных пуль­
саций не являются характерными физическими константами пузырька 
и в сильной степени зависят от амплитуды и закона изменения давления. 
Поэтому здесь трудно говорить о резонансных частотах или о каких-либо 
других постоянных критериях, характеризующих взаимодействие. 
В связи с этой особенностью процесса наибольший интерес представляет 
проведение серии численных расчетов с некоторым достаточно универ­
сальным набором варьируемых параметров счета. Имея такую серию 
расчетов и конкретизируя значения параметров расчета для пузырь­
ков различных размеров, можно падеяться получить достаточно полное 
описание возможных случаев их движения.

Задача решается при следующих упрощающих предположениях:
1) жидкость безгранична и несжимаема. Давление жидкости, не возму­
щенной движением пузырька, однородно по объему и задано в виде /Лх, =  
— ро -г- Лро cosoЛ\ 2) изменение давления газа внутри пузырька одно­
родно по его объему и описывается адиабатическим законом с постоян­
ным отношением теплоемкостей /;г =  ро ( ~ )  ; 3) поверхностное на­
тяжение жидкости не учитывается (вопрос об учете давления поверхно­
стного натяжения будет рассмотрен отдельно). При решепии исполь­
зуются следующие безразмерные параметры, описывающие движение 
пузырька:

Л =  - р .  o =  (At, А, ц = / -----гт===
«о \(ОЛ0 I р/ро

Уравнение движения имеет вид:

Период действующего гармонического давления связан с параметром 
(х и начальным радиусом пузырька ао следующей зависимостью:

Т  =  2яа0 Ур/ ро  • У У
Решение уравнения проводилось на электронной вычислительной ма­
шине. Результаты вычислений получены в виде графиков зависимости 
R  от т для различных значений ц(от 10“4 до 100) и А (от 1,5 до 100); наи­
более характерные из них приведены иа фиг. 1—6.
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Для сравнения на фиг. 7 показаны результаты расчета пульсаций 
пузырька для постоянного, внезапно приложенного давления 50 атм. 
На графиках указаны также численные значения минимальных радиу­
сов для случаев сильного захлопывания. Более полные данные вычисле­
ний приведены в работе [4].

Обращает на себя внимание постепенное увеличение амплитуды 
пульсаций в большинстве случаев, характеризуемых сравнимыми по 
величине временем сжатия (при заданном максимальном давлении) и 
периодом синусоиды. Увеличение радиуса пузырька в сторону расши­
рения может составлять около 102, а в сторону сжатия — до 103 по от­
ношению к первому захлопыванию. Особенно характерно это выражено 
на графиках фиг. 5 и 6. Наиболее интенсивное захлопывание пузырька 
в таких случаях часто наблюдается после многих периодов его пульса­
ций — в течение этого времени пузырек как бы «накапливает» энергию 
радиального движения с большим периодом за время вынужденных 
пульсаций с периодом изменения внешнего давления. Следовательно, 
в случае периодически меняющегося поля давления обнаруживаются 
аномально высокие степени расширения и сжатия пузырьков, которые не 
могут быть достигнуты в результате внезапного приложения постоян­
ного или апериодически меняющегося давления с той же амплитудой. 
Эта особенность процесса представляет интерес при объяснении ультра­
звуковой кавитации (например, свечения в пузырьках), при анализе 
кавитационного разрушения при быстрых течениях и в других анало­
гичных процессах.

На фиг. 8 и 9 показаны результаты расчета для периодического не­
гармонического закона измепения внешнего давления в виде последо­
вательности положительных прямоугольных импульсов. Когда период 
измепения давления много меньше периода свободных пульсаций пузырь­
ка (фиг. 8), происходят регулярные пульсации под действием некоторого 
среднего давления. На графике фиг. 9 показапы результаты расчета для 
случая, когда период изменепия давления близок по величине к време-
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ни захлопывания пузырька. Здесь особенно паглядпо виден постепен­
ный рост амплитуды пульсаций, выраженный, однако, слабее, чем при 
гармонических нагрузках, из-за отсутствия отрицательных давлений.

Следует отметить, что численное решение уравнений движения пу­
зырька в случае (0 может быть проведено с достаточной точностью 
путем ручного счета. Такие расчеты были сделаны для оценки влияния 
поверхностного натяжения на процесс пульсации газового пузырька в 
воде. Определялась зависимость радиуса пузырька од1 времени для слу­
чая внезапно приложенного постоянного давления с А =  50 по формуле
(1) и аналогичный расчет зависимости Н (т) с учетом поверхностного 
натяжения (S =  80). Уравнение движения границы пузырька в без­
размерном виде в этом случае записывается следующим образом:

d*R
dr2

где 2S/poao— безразмерный параметр, зависящий при одинаковых 
значениях S  и ро от начального радиуса пузырька я». Чем меньше ао, 
тем большую роль должен играть член, учитывающий влияние поверх- 
постного натяжения.

Численный расчет показал, что при «о= 1 см поверхностное натяже­
ние не приводит к изменениям зависимости R (т) с точностью до 4-го 
знака. При ао= 10~4 см влияние поверхностного натяжения приводит 
к более быстрому захлопыванию пузырька по сравнению с захлопыва­
нием, рассчитанным без учета поверхностного натяжения (таблицы 1, 2).

В заключение можно отметить, что наиболее интересным результа­
том проведенных вычислений являются аномально высокие (с точки 
зрения амплитуды действующего давления) расширения и сжатия пу­
зырьков, требующие для своего развития определенного промежутка 
времени и нескольких «предварительных» пульсаций вынужденного 
типа. Вполне понятно, что данный расчет является идеализированным 
п но учитывает таких факторов, как излучение волн сжатия, сжимае-
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мость в моменты максимальных сжатий, несимметричность нахлопыва­
ния пузырька и возможное его дробление при сильном захлопывании. 
Поэтому границы применимости проведенпых расчетов можно будет 
уточнить при экспериментальных исследованиях.

Т а б л и ц а !  Т а б л  и ц а  2

( S  =  0) ( S —80)

т к dft/d? r i 4 i ; d - •I ft rfft/d? d*R/dT*

0 1 0 - 4 , 1 8 5 IO '5 0 1 0 - 4 , 1 8 5 10-*
10 0,9979 - 4 , 1 8 5 К)-4 - 4 ,2 2 0 IO"5 10 0,9979 - 4 , 1 8 5 10-4 - 4 ,2 2 0 i o - 5
20 0,9916 - 8 , 4 0 5 IO '4 — 4,324 IO"5 20 0,9916 - 8 ,4 0 5 10-4 - 4 ,3 2 7 10-5
30 0 ,9810 - 1 , 2 7 3 lO-з - 4 ,5 0 7 10-* 30 0 ,9810 - 1 , 2 7 3 Ю-з - 4 , 5 1 6 10-5
40 0,9660 - 1 , 7 2 4 10-8 - 4 ,7 8 0 IO"5 40 0 ,9660 - 1 , 7 2 5 К)-3 - 4 , 7 9 6 1 0 '5
50 0,9464 - 2 , 2 0 2 Ю-з - 5 ,1 6 8 10-* 50 0,9464 - 2 , 2 0 4 Ю-з - 5 ,1 8 7 1 0 '5
60 0,9218 - 2 , 7 1 8 Ю -з - 5 ,7 0 7 10-* 60 0,9218 - 2 , 7 2 3 Ю-з - 5 ,7 5 5 10-5
70 0,8918 — 3,289 1 0 -з — 6,458 to -5 70 0,8917 — 3,299 Ю-з - 6 , 5 3 8 10-5
80 0,8557 - 3 , 9 3 5 Ю-з — 7,520 10"5 80 0,8555 - 3 , 9 5 2 Ю-з — 7,655 10-5
90 0,8126 - 4 , 6 8 7 10 3 - 9 , 1 7 5 10"5 90 0,8121 - 4 ,7 1 8 Ю-з - 9 ,3 0 6 10-5

100 0,7611 — 5,604 10 3 - 1 , 1 4 7 10-4 100 0,7603 - 5 , 6 4 8 Ю-з - 1 , 1 8 8 10-4
110 0,6993 - 6 , 7 5 2 10-з - 1 , 5 3 8 10-4 110 6,6982 - 6 , 8 3 6 10 3 - 1 , 6 1 8 10-4
120 0,6241 - 8 , 2 9 0 Ю-з - 2 ,2 4 7 10-4 120 0,6218 - 8 ,4 5 4 Ю-з - 2 , 4 6 5 10-4
130 0 ,5300 - 1 ,0 5 4 10-2 3,748 10"4 130 0,5249 - 1 , 0 9 2 Ю-* - 4 , 2 9 8 10-4
132 0 ,5082 — 1,132 10-* - 4 , 3 7 3 10-4 132 0,5022 - 1 , 1 8 2 Ю-* - 5 ,1 2 4 10-4
134 0,4847 — 1,223 10-2 - 5 , 1 9 5 to -4 134 0,4775 — 1,289 10“* - 6 , 2 5 9 10-4
136 0 ,4592 - 1 , 3 3 2 10-2 - 6 , 3 1 5 to - 4 136 0 ,4504 - 1 , 4 2 2 10-2 - 7 , 8 8 6 10-4
138 - 0,4313 - 1 , 4 6 5 III t - 7 , 8 % IO"4 138 0,4204 - 1 , 5 9 0 IQ"2 - 1 ,0 3 4 10-3
140 0,4003 - 1 , 6 3 4 10-2 - 1 ,0 2 5 10-3 140 0,3865 - 1 , 8 1 4 10-2 - 1 , 4 3 7 10-3
142 0 ,3654 - 1 , 8 5 5 10-2 - 1 , 3 9 9 10-3 142 0,3472 — 2,132 10-2 - 2 ,1 7 5 IO '3
144 0,3253 — 2,163 10-2 - 2 , 0 5 9 10-3 144 0,2999 — 2,630 К)"2 - 3 , 7 9 5 IO"3
146 0,2776 - 2 , 6 2 8 10-2 - 3 , 3 7 9 10-3 146 0,2389 - 3 ,5 5 7 10-2 - 8 ,7 4 5 IO"3
148 0,2176 — 3,426 10-2 — 6.571 10-3 148 0,1464 — 6,091 И)"2 —4,416 10“^
150 0,1341 — 5,053 10-2 - 9 ,7 3 4 10-3 149 0,0632
151 0,0790 —

Основные расчеты были выполнены на машине Вычислительного цен­
тра Сибирского отделения АН СССР с участием Л. Атавина,В. Войтише- 
ка, И. Поттоснна, которым авторы выражают свою признательность.
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