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РАСЧЕТ ЛУЧЕЙ, РАСПРОСТРАНЯЮЩИХСЯ 
В НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ

В . А . Е л и с е е в н и м

Излагается метод расчета лучевых картин в неоднородной среде, 
свойства которой произвольно меняются в пространстве. Выводится си
стема простых дифференциальных уравнений первого порядка, решая 
которую одпим из приближенных численных методов, можно рассчитать 
лучи. В качестве примера приводится расчет лучевой картины в неодно
родном акустическом волноводе, с глубиной залегания оси, изменяющей
ся вдоль трассы распространения звука.

При изучении сверхдальнего распространения звуковых и электромаг
нитных волн в природных волноводах наряду с волновыми методами рас
чета широко примепяется метод лучевого приближения. Методы построе
ния лучевых картин в слоистой среде (частным случаем является волно
вод, однородный по трассе распространения) достаточно хорошо разра
ботаны.

Чаще всего применяется метод кусочно-линейной аппроксимации, 
заключающийся в разбиении среды на горизонтальные слои, в которых 
градиенты скорости звука * предполагаются постоянными и меняющимися 
скачком на границах слоев. Вывод уравнения луча в аналитической фор
ме для каждого слоя не представляет затруднений.

Однако на практике часто приходится сталкиваться с таким случаем, 
когда свойства природного волновода изменяются, и довольпо значительно, 
вдоль трассы распространения волн. Такую среду уже пельзя рассматри
вать как слоистую; ее свойства изменяются по всем трем координатам. 
Вывод уравнения луча в аналитической форме для такого общего случая 
неоднородной среды весьма затруднителен и возможен только в некоторых 
частных случаях [1]. В  частности, уравнение луча может быть выведено 
из уравнения эйконала:

( д и / д х ) 2  +  (д и / д у ) 2 +  { д а  /  d z ) 2 =  п 2 ( х ,  у, z),

где u { x , y , z )  —  функция эйконала, n { x , y , z )  —  показатель преломления 
среды. Это возможно в том случае, когда переменные разделяются, а имеп- 
но, если среда однородная, слоистая пли когда квадрат показателя пре
ломления является аддитивной функцией переменных [2], т. е. ** 
n 2 ( x , i j y z )  = f i ( x )  +  f 2 { y )  + / 3 ( z ) .

Практический интерес представляет как раз тот случай, когда в урав
нении эйконала переменные не разделяются. Так, при изучении природ
ных волноводов часто приходится сталкиваться с положением, когда 
глубина уровня минимума скорости звука изменяется вдоль трассы

* Все излагаемое пиже относится к акустическому случаю. Однако все рассуж
дения и раиной степени применимы и к случаю распространения электромагнитных 
волн.

** Вывод возможен также, когда соответствующим преобразованием можно пе
рейти к системе координат, в которой поременные разделяются.
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распространения воли. В этом случае квадрат показателя преломления не 
является аддитивной функцией переменных и метод разделения перемен
ных для решения уравнения эйконала неприменим.

Таким образом, встает вопрос о численных методах расчета траектории 
луча. Представляется, что подходящей для численного интегрирования 
является выводимая ниже система простых дифференциальных уравне
ний первого порядка. Для простоты все дальнейшие рассуждепия будут 
проводиться для плоского случая. Будет рассматриваться неоднородная 
среда, в которой скорость звука изменяется одновременно по вертикали у 
и по горизонтали х. Скорость звука по третьей координате z остается 
постоянной. Б удут рассматриваться лучи, распространяющиеся в плос
кости хоу. Расчеты для случая неодпородпой среды, в которой скорость 
звука меняется одновременно по всем трем координатам, проводятся со
вершенно аналогично.

Направляющие косинусы звукового луча, вышедшего из источника, 
помещенного в точку (х0у //о), будут dx/ ds =  cos 0 и dy / ds =  sin 0, где 0 —  текущий угол наклона луча к оси х, ds —  элемент длины по лучу. 
Вводя текущее время t как параметр, получаем

dx / dt =  cos 0(ds / dt) =  c(x, y) cos 0, (1)

dy / dt =  sin 0 (ds / dt) =  c(x, y) sin 0, (2)

где ds I dt =  с (x, у) —  локальная скорость распространения звука.
С другой стороны, направляющие косинусы луча получаются также 

при делении левой и правой частей уравнения эйконала на квадрат пока
зателя преломления и определяются выражениями:

cos 0 =  1 / п ( х у у) (ди/ дх), (3)

sin 0 =  1 /п(х,  у) (да /  ду). (4)

Перенося п(х,у)  в левую часть и дифференцируя выражепие (3) 
по у  и выражепие (4) но х и учитывая, что д2и / дх ду =  д2и / ду дх, полу
чим следующее равенство:

д(п cos 0) / ду =  д(п sin 0) / дх. (5)
Далее,

d(racosO) / ds =  д(п cosO) / dx(dx / ds) +  3(wcos0) / dy(dy / ds) =

=  d(n cos 0) / dx cos 0 +  d (n sin 0) / dx sin 0 =  dn / dx. (6)

Преобразуем уравнение (6) ,  вводя параметр t
d(n cos 0) / ds =  d(n cos 0) / dt(dt / ds) =  rt[d(cos 0) / dt] 1 / с +

+  dn / dt cos 0(1 / c) =  —n sin(0(d0 / dt) (1 / c) +  cos 0[ (dn / dx) (dx / dt) +
+  (dn /  dy) (dy /  dt) ] 1 1 c =  dn /  dx. •

Преобразуя далее это уравнение и учитывая выражения (1) И (2), 
а также то, что п =  со I с, получим

dQ / dt =  дс / дх sin 0 —  дс / ду cos 0. (7)

Вводя обозначения для градиентов скорости звука

дс (х, у) 1дх =  ах (.х, у ) , дс (х, у) /  ду =  ау(х, у ) ,
напишем выражение (7) в виде

dQ / dt =  ах(х, у) sin 0 —  ау(х, у) cos 0. (8)

Таким образом, в двумерном случае звуковой луч описывается систе
мой трех простых дифференциальных уравнений 1-го порядка:



(9)

d x  /  d t  =  c (x , y )  cos 0, 

d y  /  d t  —  с  {x, у ) s in  0, 

dQ /  d t  =  ax ( x , y ) s in  0 — ay (^, y ) cos 0.

Звуковой луч в неоднородной среде, свойства которой меняются по 
трем координатам, описывается системой ш ести просты х дифференциаль
ных уравнений 1-го порядка (вывод аналогичен приводимому выше для  
двумерного сл у ч а я ):

d x  /  d t  =  с  cos a,

• d y  /  dt —  c cos p,

d z  j  dt =  c cos y, - (10)

d a  /  dt =  ax sin  a  — ay ctg  a  cos p — az  ctg  a  cos y, 

dp /  d t  —  — ax cos a  c tg  p +  ay s in  p - az ctg  P cos y, 

dy /  d t  =  — % cos a  c tg  у  — % cos p c tg  у  +  sin  y, 

где a , p и у  — текущ ие углы  луча в пространстве,

ах =  д с (х ,  у, z )  /  dtf, ay =  д с ( х у у , z) /  dy, az =  d c(^ , у, z) /  dz

—  градиенты скорости звука по всем трем координатам соответственно.
При задании начальных условий —  координат источника и углов вы

хода луча из источника —  системы уравнений (9) и (10) решаются одним 
из приближенных численных методов. Решение получается в виде ряда 
числовых значений x ( t ), y ( t ) , z ( t ), a(Z), (3(£) и у  (0 - Задача расчета луча 
при помощи этих систем уравнений довольно просто может быть запро
граммирована для вычислений на цифровой электронно-счетной машине. 
Одним из достоинств метода является возможность расчета одновременно 
с формой луча также времени распространения по лучу звукового им
пульса.

В качестве примера рассмотрим расчет звуковых лучей в частном слу
чае неоднородной среды, в которой скорость звука определяется выра
жением

Ф ,  У) =
Со

У (1 — т )  I  [ch2 ( у / И  +  п  th  x / L )  ] +  т
( И )

где со, ш, п , I I  и L  —  параметры, характеризующие среду. При х-* - ±со 
неоднородная среда переходит в слоисто-неоднородную, представляющую 
собой симметричпый слой Эпштейна [3], и описывается выражением

___________________Со _________________

У (1 —  w)/[ch2 (у / Я  ± п ) ] - \ - т

При любом значении х =  const распределение скорости звука по се
чению канала по вертикали отвечает симметричпому слою Эпштейна, при 
чем минимум скорости звука сдвинут по отношению к оси х  па величину 
n \h x  I L .  Таким образом, рассматриваемая среда представляет собой неод
нородный волновод с глубиной залегания оси, плавно изменяющейся вдоль 
трассы. Параметр Я  характеризует ширину волновода, а параметр L  — 
протяженность неоднородной части волновода.

Для расчета лучей были приняты следующие значения параметров: 
го =  1, т  =  0,8, п —  2, L  =  10 и I I  =  1. Система уравнений (9) прини
мает при этом вид

d x  1  « a

dt У0,2/сЬ 2[y +  2th (x/ 10)] +  0,8
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dij

dt yo,2/ch Ч у  +  2th (*/10) ] +  0.8sin 0,

dQ _  sh(y  +  2th(a;/10)) f 0,04 
dt ~  [1 +  0,8sh2({/ +  2th(a:/10)]1/* Lch2(x/10) Sm

Эта система решалась приближенным численным методом Рунге —  
К утта  * на цифровой электронно-счетной машине «Минск-1». Задавались 
начальные условия хо, у  о и 0о. Расчет велся с переменным шагом Д t] на 
каждом этапе применялся расчет с шагом Д£ и с двойным шагом 2Д£. Если 
расхождение полученных значений не превышало допустимой погрешно
сти, то считалось, что шаг Дt для данного этапа выбран правильно, полу
ченные при его помощи значения x n (t) , yn {t) и Qn(t) можно считать вер
ными, и на основании их вести расчет следующего шага. В противном слу
чае шаг уменьшался в два раза.

На фигуре представлена лучевая картина, рассчитанная описанным 
выше методом. Справа п слева изображены кривые распределения ско
рости звука по вертикали. Ось канала изображена в виде жирной линии, 
проходящей через начало координат. Ясно видно, что лучи, распростра
нявшиеся в однородной части волновода около его оси, за изломом уходят 
с оси и звуковая энергия сильно рассеивается по вертикальному сечению 
волновода.

Расчеты лучевых картин в дальнейшем могут быть использовапы для 
нахождения фактора фокусировки [6]

R 2 cos 0о
x(da;/d0o)sin 0 ’

где R  —  расстояние, проходимое звуковым импульсом по лучу. Очевидно, 
что расчет величины к не представляет затруднений.

Изложенный выше метод может найти применение при расчетах зву
ковых лучей и факторов фокусировок в сейсмических исследованиях зем
ной коры.

В заключение выражаю глубокую благодарность П. П. Фролову, взяв
шему па себя труд программирования и расчета на машипе, а также 
Л . М. Бреховских и Г. М. Дорскому за просмотр рукописи и все замеча
ния и советы.
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* Учитывая, что этот метод достаточно распространен в вычислительной ма
тематике и подробпо описывается в целом ряде работ (например, [4, 5]), но будем 
останавливаться па его изложении.


