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В динамической теории упругих сред большое значение имеет метод представ­
ления ноля смещепия в среде в виде суммы двух независимых полей, относящихся 
к  различным типам деформации среды. Использование независимых величин ока­
зывается удобпым по мпогпм причинам; одной из них является относительная про­
стота закономерностей для каждой величины. Такими независимыми величинами 
в однородной упругой среде являются поля продольных и поперечных волн, свя­
занных соответственно только с изменением объема элемента среды или только с 
изменением его формы. Их независимость проявляется в том, что в однородной среде 
деформации, связанные с изменением формы элемента сроды, могут вызвать в со­
седних элементах только деформации подобного характера. В таком случае говорят, 
что распространяется попоречная волна. То же самое (если изменяется объем) от­
носится к продольным волнам. Поле каждого типа волн удовлетворяет волповому 
уравнению с соответственной постоянной, определяющей скорость распростране­
ния воли [1].

Трудности возникают тогда, когда среда имеет границы, свободные (жестко за­
крепленные) или отделяющие две однородные среды с различными свойствами. На 
границах продольные и поперечные волны оказывают влияние друг на друга и 
каждая из них порождает волны обоих типов. Если границ мпого, то упрощения, 
возникающие из-за независимого распространения волн в областях между грани­
цами по могут компенсировать трудностей, связанных с учетом границ, и задача 
значительно усложняется. Предельным случаем является неоднородная упругая 
среда, свойства которой изменяются непрерывно от точки к точке. Однако, как это 
часто бывает, непрерывные зависимости, опирающиеся па теорию дифференциаль­
ных соотношений, оказываются более доступпыми анализу, чем дискертные. По­
этому мнтереспо выяснить, всегда ли колебания обоих типов в среде с непрерыв­
ным изменением свойств взаимнозависимы или существуют случаи, когда это не так.

Рассмотрим в декартовой системе координат х, у, z упругую изотропную слои­
сто-неоднородную среду, в которой плотность р и параметры Ламе X, \х изменяются 
в зависимости от коордипаты z как непрерывные, дифференцируемые по меньшей 
мере дважды функции p(z), X(z), p(z). Вектор смещения CJ(x, у, z, t) удовлетво­
ряющий уравнению [2, 3]

х, t  согласно множителю ехр (— Ш  +  i£x). Введем согласно формуле U =  
=  Vq> +  VX ОИу) скалярный <р и векторпый г|> потенциалы, а также величины S, 
Т , связанные с <р, г|? выражениями

где, как и всюду в дальнейшем, штрих обозначает производную по z. В работе [4] 
показано, что для рассматриваемого движения уравнение (1) будет удовлетворять­
ся, если S , Т удовлетворяют следующей системе уравнений:

02U

(X +  2II) (ср" -  | 2<р) =  - | г ( г |> "  -  £*г|>) -  Т (2)

/о>2р \ и/ 1 Ъ! г
Г " +  (-JT —  V )  (7” +  W )  +  Y  {S' -  fl5D =  0.

где h =  co4p2 — 4£2|i '2, r =  2i5co2 (|i'p' — (i"p).
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Величина S  обращается тождественно в нуль, когда движение в среде происхо­
дит без изменения объема (VU* =  0, U* =  V X  (фе^) — смещение в поперечных 
волнах), а величина Т тождественно равна нулю для чисто продольных волн, свя­
занных только с изменением объема элемента среды (V X U* =  0, U* =  Vcp — сме­
щение в продольных волнах).

Рассмотрим случаи S =  0, Т Ф  0. Достаточным условием того, чтобы это тре­
бование удовлетворялось одновременно с удовлетворением системе уравнений (3), 
является обращение первого уравнения из системы (3) в тождество, в то время 
как второе уравнение должно определить величину Т. Это может быть достигнуто 
для р, X, [х, связанных уравнениями

г =  2£Е,со2 ( ц У  -  |Л"Р) =  0 , -  2 « , =  0- (4 )

Из первого уравнения (4) получим ц 'р -1 =  а  =  const. Определяя отсюда р и под­
ставляя его в выражение для h, приведем второе уравнение системы (4) к  виду:

2 ц'2 -  цц" =  0. (5)

Интегрирование уравнения (5) дает p(z) =  ( a z + 6 ) -1, где а, b — произвольные по­
стоянные. Полученный результат означает, что в упругой среде с изменением плот­
ности р и параметра р по закону: p(z) =  p(z0) (z /  z0)“2, р(г) =  p(z0) (z /  z0)~l мо­
гут существовать такие поперечпые волны, которые не возбуждают продольпых волн.

Выражение для потенциала таких поперечных волн приведено в работе [5], где 
исследована упругая слоисто-неоднородная среда со степенным законом изменения 
р, X, р. В настоящей работе никаких ограничений (кроме непрерывности и диф­
ференцируемости) на класс функций X(z) не накладывается. Поэтому, воспользо­
вавшись результатами работы [5], по теперь уже для любых X(z), имеем

ср =  0; яр =  z[CiWv/2, _3/2<2|z) +  C2W_vl2, зЛ>(—2gz)], (6)

где введены обозначения v =  со2р (z0)z0&—*[ц(z0)]—I, Wh, 5(т) — функция Уиттеккера 
[0]. Ct, Сг — произвольные постоянные.

Рассмотрим противоположный случай: Т =  0, S Ф  0. Потребовав, чтобы второе 
уравнение в системе (3) тождественно удовлетворялось, получим

г =  2i^to2 (ц'р' — ц"р) =  0, 'Щ ^ 2 jX 

Из первого уравнения (7) имеем

ц—- =  a  =  const. 
Р

Второе уравнение (7) с учетом соотношения (8) преобразуется к виду

(Ь +  2 ц ) ц " - 2 ц '2 =  0. (9)

Если коэффициент Пуассона [1] a =  X(z)[2X(z) -(- 2ц (z)]-1 — постоянная величина, 
то интегрирование уравнения (9) дает

l-q

ц (г) =  (X (го) . (10)

Нетрудно убедиться, что этот случай соответствует степенной зависимости р, X, ц, 
рассмотренной в работе [5].

Если параметр X не зависит от z(X =  const), то из уравнений (8), (9) следует
p(z) a  exp (bz) —-тг, p(z) =  ab a -1 exp (6z)j (a, b =  const). Этот случай близок

LA

к случаю экспонепциальной зависимости р, X,, ц от z: р =  p(z0)exp(6z), 
X =  X(z0) exp (bz), ц =  ц(г0) exp (bz), рассмотренному в работах [7, 8].

Рассмотрим еще один пример, когда известна (или задана) скорость продольных 
волп c(z) =  [p(z)]“'/2[Mz) + 2 p (z ) ]+,/a и требуется найти такие p(z), X(z), ц(г),чтобы 
условия (8), (9) удовлетворялись. Опуская несложные выкладки, получим для ц, X, р 
выражения

(z) dz] dzt Х =  с2 (z) а "1 ц ' (z) — 2ц (z), р =  ц' (z) a -1.

Таким образом, для упругой среды с задапиым законом изменения скорости продоль­
пых воли всегда можно найти такие р (z), X(z), ц (z), чтобы условия (8), (9) выпол­
нялись и в среде могли распространяться такие продольные волпы, которые пе воз­
буждают поперечных.
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Наконец, если условия (8), (9) выполняются, то при f  =  0 величина S  удовле­
творяет первому уравнению системы (3), которое удобно записать в виде

(О2
V  +  ЙГ 5 - 5 - 0- <12)

Связь между ср и S , выраженную равенством (2), представим в виде

S =  2ар£рф. (13)

При этом Lp—дифференциальный оператор Lp =  —-l*2j » действие которого на
некоторую функцию %(z) заключается в образовании выражения L p %(z) =

=  £  [у / (2) ~  ^2Х(2)] • Подставляя выражение (13) в формулу (12), имеем

О)2 <2
L P (Р^рФ ) +  Р  ”5 5  V  “  2 i  <р  V ) = ° - (14)

d
Используя непосредственно проверяемое равенство Lp (р £ д )  — j~z (pLp̂ ) =  pLp(Lpx )+  
+  pLp%', уравнение (14) можно написать так:

со2
V v H - 2й V  +  V  = 0 - (15)

Если пе рассматривать такие ср, для которых £ рср =  0 (при этом U =  0, как  это ко­
со2

казано в работах [4, 5], то для ср мы имеем уравнение Lpc p ср +  ср'=  0, или

р' /со2 р' \
^ + -Т *  +  Ы  7 - . ф = ° - (16)

В качестве примера рассмотрим случай линейного из денения логарифмической
d р '

про]гзводной плотности: j ^ \ n  р =  — =  a z  +  Ъ .  Тогда для ц (г), X  (г) имеем выраже­

ния: [I (г) =  [г (г0) +  а  § р (г) dz, X =  -  2ц (г), где р (г) =  р (г0) ехр [ у  ( г - г 0)2+

+  Ь (z — z о) +  a z 0z j .  Уравнение (1б)^имеет общее решение:

/  a z 2, b z \
ср =  ехр у ^ у ]  [CxDn (£) +  C2£>n (̂— £)], (17)

+ .!
где я =  со4/4ааа — £2/а  2 > S =  я <2j [fl2 +  & —Jco2a_1],®Dn (£) — функция параболическо­
го цилиндра, удовлетворяющая уравнению Вебера [б]:

d2y
d? +  (п + y  —  j ) y  =  0.*

со2
Интересен также случай, когда £ =  .у- и  общее решение уравнения (1G) может

С£
быть написапо для произвольных р (2 ) в виде [9]

ср =  Схе ^2 +  Сое *2
2

с /2. (18)

Частное решение Cxe~^z соответствует такому смещению, для которого VU =  0 (па­
помним, что V x U  =  0 при Т  =  0) и поэтому продольные волны, представляющие 
едииствеппый вид движения в предположении Т  =  0, будут определяться только

вторым слагаемым в решении (18) так, что jV U  =  Vcp =  —  С 2 —  e ^ z .

В заключение отметим, что некоторые результаты о независимых величинах (эти 
величины не всегда являются потенциалами смещения), представляющих вектор сме-
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гцения в упругой неоднородной среде, получены в работах [3, 5]. Однако в этих рабо­
тах исследовались только слоисто-неоднородные среды с постоянным коэффициентом 
Пуассона о. Изложенный метод позволяет рассмотреть более общий случай.
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ИЗМЕРЕНИЕ МОДУЛЯ ОБЪЕМНОЙ УПРУГОСТИ ТКАНЕЙ ЖИВОТНЫХ

Л .  Л .  Лебедева

Известно, что наличие в водной морской среде различного рода организмов, 
и силу их большого числа, может оказать заметное влияние на средние акустические 
параметры водной среды и в особенности, на условия рассеяния звука.

Существующие сведения о собственных акустических свойствах морских орга­
низмов довольно скудны. Поэтому представляло интерес исследовать эксперимен­
тально эти свойства, в частности, с точки зрения средней акустической сжимаемости.

Для экспериментов мы воспользовались методом Майера и Тамма [1]. Измерения 
проводились в герметизированной стеклянной трубе, наполненной морской водой, при 
атмосферном давлении и при избыточном давлении 2,5 ат. Опыты проводились на 
частоте около 900 гц. Обезгаживание воды как таковой и вместе с погруженным 
исследуемым объектом осуществлялось путем длительного отстоя с неоднократным 
сбросом избыточного давления и путем вакуумирования.

Процесс измерения сводился к  следующему. Б трубе создавалась стоячая звуко­
вая волна и определялась резонансная частота /0 столба воды. Затем в пучности 
давления на тонкой проволоке подвешивался исследуемый объект и находилась но­
вая резонансная частота fH- Модуль объемной упругости объекта Е ' =  Е( 1 — щ) 
рассчитывался но формуле:

Д _ рс2. W
-  Р <W(1 -I- Г?) •

Здесь ре2 — модуль объемной упругости воды, 6 / — изменение резонансной частоты, 
V' — объем образца, V — объем столба воды, т) — затухание в образце, вычисляемое

A /R -  А/о
по формуле rj =  тщ » где Д /0 — полуширина резонансной кривой столба 
воды, А / —то же для столба воды с объектом. При малых \) можно полагать Е =  pc2 х
„. W » относительный модуль упругости выражается так:

-  pc2 6 /F  •
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