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НЕЛИНЕЙНЫЕ ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ
КРУГЛОЙ ПЛАСТИНКИ

С . В . Н е с т е р о в

Рассматриваются нелинейные явления при колебаниях нластипки 
при наличии отклонений от закона Гука. Построены резонансные кри­
вые и установлено, что при точном резонансе амплитуда колебаний 
остается ограниченной.

Будем рассматривать колебания с конечной амплитудой закреплен- 
ной но краям круглой пластинки иод действием осе-симметричиой перио­
дической силы. Предполагается, что амплитуда колебаний такова, что 
сохраняются геометрические соотношения линейной теории упругости, 
а напряжения являются нелинейными функциями деформаций.

Используя результаты, полученные Каудерером [1] для статической 
деформации пластинки, можно написать уравнение нелинейных осе-сим- 
метричных вынужденных колебаний пластинки с учетом отклонений от 
закона Гука до членов 3-го порядка:
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где w — смещение частиц пластинки, e — малая амплитуда вынуждаю­
щей силы.

Величины Я и р, согласно работе [1], определяются соотношениями;
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Постоянные К  и G — соответственно объемный и сдвиговый модули 
упругости, h — толщина, р — плотность пластинки. Отклонения от зако­
на Гука характеризуются постоянными уг и которые определяются 
свойствами материала пластинки.
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Уравнение (1) мы будем интегрировать при краевых условиях:

, ч dw , 
w (“ ,t )  =  -^r(a>l) =  0 (2)

и искать решение в виде ряда по степеням 81/з, применяя метод Боголю­
бова [2 ]:

w =  р‘/3z 'l3Wi (A, Qt +  О, 7*) +  ег/эи>2 (Л, Qt - f  О, г) +  ем>з +  . . . ,  (3)

где Л и #  — функции I, определяемые системой уравнений:
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Неизвестные функции Л* (Л, О) и В*(Л ,O’) , согласно методу Н. Н. Бого­
любова, могут быть однозначно определены из условия- периодичности 
решения и\до переменной ф —  Qt 4  О.

Вычисляя производную d2w /  dt2 с помощью соотношений (4), мы 
имеем
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Подставляя ряды (3) и (5) в уравнение (1) и приравнивая коэффи­
циенты при одинаковых степенях в, получим следующие соотношения:
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где Ai и iii ость результат подстановки гщ в равенства, определяющие 
А, и [А. .• • . '

Периодическое но у\> решение краевой задачи (6) имеет вид
wx =  A [ l0(ya)I0(yr) — Io(ya)/0(yr)] cos -ф =  Лфу(г) cos

где у  корень уравнения Io(ya)Ii(ya) +  Io (ya )h (ya ) =  0. Собственная час­
тота со колебаний бесконечно малой амплитуды определяется соотноше­
нием

Gh3 '
6р (1 —  Vo) Y '  .

Для определенности будем считать ау =  ауо ^  3,1961...
Поскольку ищется решение, периодическое по ф, то в краевой задаче 

(7) следует положить А\ =  В\ =  0. Далее, в духе асимптотических мето­
дов будем считать, что основная гармоника Лсрт0(г) cos i|) содержится 
в первом приближении и положим поэтому w2 =  0.

Мы пе будем вычислять функцию w3 в явном виде, но потребуем, что­
бы w3 была периодической функцией г|э. Для этого достаточно ‘выбрать 
Az и Bz таким образом, чтобы в первой части уравнения (8) уничтожа­
лись резонансные гармоники вида <pVo (/*) cos ф, <pYe-(r)sin ф. Разложив 
правую часть уравнения (8) в ряд Фурье по функциям фу (г) cos «ф, 
Фу (г) sinrctj) и приравнивая нулю коэффициенты, стоящие при гармони­
ках фуо ) cos ф, фуо ) sin ф, мы увидим, что резонансные члены в 
третьем приближении уничтожаются, если неизвестные функции Az и Bz 
удовлетворяют соотношениям:
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Поскольку написанные интегралы в конечном виде не вычисляются, 
то для оценки Р можно построить приближенное представление функции 
фу0 в виде полинома 4-ой степени, применяя метод Галёркина для крае­
вой задачи ААи +  Хи =  0, и — du / drT=d = '  0. Грубая оценка Р полу­
чается, если заменить подынтегральные функции их максимумами. Ре­
шением системы (9) являются функции Аъ —  — а (со +  Q) cos Ф, 
В2 —  (3 /  8со) рЛ2 +  a sin О / (со +  Q) А. Подставляя найденные Аи Ви 
Л2 и В2 в систему (4), получим

dA е*/г а  А
—  = -------- - - c o s  Ф,
dt со +  Q

d$
=  со — Q

е /3 a
sin й -)- ~н—  М 2- ( 10)

dt Л(со +  Й) 8со
Эта система уравнений интегрируется в квадратурах с помощью эллип­
тических функций; получаемое таким образом решение имеет медленно 
изменяющиеся во времени амплитуду A (t) и фазу Ф(£)« N

Не приводя весьма громоздких формул, выражающих зависимость ам­
плитуды и фазы от времени, укажем основные свойства функции 
A ( l ) ^ i t ) .

1. При любых начальных условиях амплитуда A (t) остается ограни­
ченной.

2. В зависимости от начальных условий фаза # ( /)  изменяется либо 
монотонно, либо периодически.

3. Существует одно решение (сепаратрисса), которое отделяет обла­
сти решений с монотонно изменяющейся фазой от области решений с пе­
риодически изменяющейся фазой.

Представляет интерес рассмотреть стационарные решения системы
(10), т. е.. такие решения, когда фаза и амплитуда остаются постоян­
ными. Приравнивая нулю производные dA /  dt =  0, d$ / dt =  0, найдем 
•стационарные значения амплитуды и фазы:

% я  _ е /За
#  =  ± Т  Ш“ а ± Л(а> +  0 )

е^ З р А 2 
+  8со

(11 )
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Соотношение (11) представляет собой две ветви резонансной кривой 
(зависимость между амплитудой колебаний и частотой внешней силы) 
и его можно с точностью до высших степеней е переписать в виде

£2+ =  to +  

Q_ =  со —

е,/за $А2
2 соА 8со ’
е*/за ea/-3 | L l2 
2(о Л п 8(0

( 12)

Полученная резонансная кривая (12) совпадает с хорошо известной 
резонаиспой кривой уравнении Дуффинга [1]. На фиг. 1 представлена

резонансная кривая для случая р >  0; резонансная кривая для случая 
Р <  0 приведена на фиг. 2.

Следует отметить, что при точном резонансе (to =  £2) амплитуда
3_______  .

остается конечной: А =  У 4а/3р . Для частот Q <  =  о> +

+  (9е’/з/  16(о)УЗр<х2 существует одно значение стационарной амплиту­
ды (О =  —л /  2). Для частот £2 >  £2i существуют три значения стацио­
нарных амплитуд А 1 (О- =  —я /  2 ); А2, А 3 (О =  я / 2).

Используя результаты но устойчивости стационарных амплитуд, полу­
ченные в работе [2 ], мы приходим к следующим выводам:

1. Случай р >  0; если частота возрастает от значений Й <  Qj, то
амплитуда изменяется по кривой Q_. Если частота убывает от значений 
Q >  Qi, то амплитуда изменяется по нижней ветви кривой Q+. В точке 
Ц =  Q, происходит скачок амплитуды до значения, определяемого кри­
вой Q+. Амплитуда, определяемая верхней ветвью кривой Q+, неустой­
чива. ^

2. Случай р <С 0: если частота убывает от значений £2 >  £2j, то ампли­
туда изменяется по кривой £2+. Если частота возрастает от значений
Q <  £2i, то амплитуда изменяется по нижней ветви кривой £2_В точке
£2 =  £2|, происходит скачок амплитуды до значения, определяемого кри­
вой £2+. Амплитуда, определяемая верхпей ветвью кривой £2+, неустой­
чива.

Изложенный метод можно применить к рассмотрению субгармони­
ческого резонанса на частоте £2 /  3. Для этого нужно вычислить в явном 
виде приближение w3, а также исследовать влияние сил трения по­
рядка е.
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