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РАССЕЯНИЕ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ 
НА МАЛЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ НЕОДНОРОДНОСТЯХ

С. А . Р ы ба к
Строится метод возмущений в задаче рассеяния, пригодный для 

волновых чисел, лежащих в области брэгговского отражения от перио­
дической структуры. Метод имеет общие черты с теорией возмущений 
при наличии вырождения. Главная часть рассеянного поля учитывается 
в пулевом приближении.

При распространении плоской волны в среде, параметры которой испы­
тывают малое периодическое изменение вдоль одной из координат, воз­
можны условия типа условий брэгговского отражения, когда рассеянное 
поле велико: амплитуда рассеянного поля имеет тот же порядок, что и 
амплитуда первичной волны. В этом случае при определении рассеянного 
поля стандартный метод малых возмущений неприменим из-за расходи­
мости в первом или старших приближениях.

Ниже предложен метод возмущений, пригодный в области брэгговского 
отражения, основная черта которого в том, что главная часть рассеянного 
поля учитывается в нулевом приближении. Метод имеет общие черты с 
теорией возмущений при наличии вырождения [1, 2].

Существо метода может быть выяснено на примере решения одномер­
ного уравнения Гельмгольца

Фх* +  А02( 1 +  ги(х) )  ф =  0, (1)
где е 1. На функцию и (х), которую будем считать вещественной, 
наложены условия: при х<^а и (.г) =  0; при х^> а и(х)  =  и (х +  nd),
п =  1, 2, . . . .  Разложим и (х) на периоде d в ряд Фурье:

со со
и (х) =  uqeiqx -j- У] u-qe~iqxi Я =  2ял /  d.

п —о п —о

Пусть из области х<^а  распространяется волна вида егк°х, где 0  =  ск0— 
частота вынужденных колебаний. Множитель e~ibit подразумевается. Тре­
буется определить поле ф при следующих граничных условиях:

1. В точке х  =  а решение должно быть сшито с решением для одно­
родной области х  <  а. Условия сшивки:

(2)
а-о

2. При х-*- оо накладываются обычные условия излучения и ограничен­
ности решения [3].

Будем искать решение уравнения (1) в области х  >  а при заданном 
&о2 в виде суммы двух линейно независимых, частных решений с произ­
вольными постоянными амплитудами А, В: cp =  A<pi +  Вср2. Коэффициен­
ты определятся из указанных выше граничных условий. В области х <  а.

ср =  еШх +  Ке“ *Ч (3)

ф |гхч 0 --  ф а- Oj

<9ф
дх ал о

д  ф
дх
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Если 2&о не слишком близко ни к одному из значений q =  2пп /  d, то при­
менима обычная теория возмущений. Нулевое приближение выбираем в 
форме

ф 0 ■= eih°x. ( З а )

Для добавки первого приближения cpi мы получим уравнение ср/' +  /со2ф1 =  
=  —гко2u (x )eihx, и условием применимости метода малых возмущений 
является выполнение неравенства

_______

—  (? +  ^о)2 +  V

При приближении /со к значению —q l  2 это неравенство нарушается и 
обычная форма нулевого приближения становится неприменимой.

Будем искать нулевое приближение в форме
— Д e i(h0+y.)x ] ] e -i(q-ko-K )x^

где у. /t’o. Величины % и В IА  определим из того требования, чтобы до­
бавка первого приближения не содержала члепов пулевого порядка по е. 
Пусть ко находится в окрестности: q / 2; ко =  q / 2 +  X; X q /  2

ко +  х  =  q / 2 4- X +  % =• q 12 +  6 ; б q /  2.

Тогда на основании формулы (4) можно написать
ф  =  у ! е г(д/2+б)х £ е-г(<?/2- 6)х. /С()2 =  (J2 /  4  +  (jA,. ( 5 )

Потребуем, чтобы амплитуды при экспонентах е ^ /2+б)х и е~ ^ /2̂ х в пра­
вой части уравнения для добавки первого приближения обращались в нуль. 
Тогда мы получим уравнения для А  и В:

q —  qX)-A +  -г - 8iiqB =  0;

—  (6g -f- дА.) В =  0 .

Условие совместности этих уравнений дает для 6 два значения: б+ и б -, где

В этой формуле учтено, что в силу вещественности и (х ) :  uq =  u- q. Сле­
довательно,

Обозначив далее u~q =  \ия\е г’°, получим
R + 'R -  =  e~2i0. (8 )

Два линейно независимых частных решения уравнения (1) в пулевом 
приближении имеют вид

ф , =  е*6+х (е*№ х +  R+e-W2 х) ; (9а)

ф2 =  e~i6+x { е ^ 2 х +  R -e-W * х) . (96)

Общее решение определяется как сумма частных решений с произволь­
ными амплитудами ср =  Aiф1 +  Л2(р2. Проанализируем полученные резуль­
таты в различных частных случаях.
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1. Пусть | Я, К  е uQ |, что соответствует полосе непропускания. При

этом — мнимо, |Д*| =  1; положим Д^ =  при 1 > 0  и Д ь —• е ^ +п) 
при \<^0. Решение (9) в этом случае сводится к виду:

«Pi =  ^ ie _|S+,a: cos х — 

cp2 =  А2еl^ i*  cos (4 j -  х  +  0 +

(1 0 а)

(106)

при Я ,> 0 . При Х .< 0 , т. е. при смещении в сторону меньших частот 
от центра полосы непропускания, получим

фх =  А2е ^ х sin

q>2 =  4̂1e_ifi+i;c sin

(f <11а>
( 1 а:+ е +  т ) -  <‘ 16)

Решения (10) и (11) представляют собой стоячие волны с экспоненциаль­
но спадающей амплитудой. При условии ограниченности решения получим 
А 2 =  0. Рассматриваемый случай соответствует полосе непропускания, по­
скольку в области х >  а отсутствует бегущая волна и существует лишь 
неоднородная волна, экспоненциально спадающая в направлении распро­
странения. При этом модуль коэффициента отражения |Д| равен единице, 
так что в полосе непропускапия рассеянное поле является величиной 
одного порядка с падающим полем, а не величиной порядка е. Это делает 
неприменимой обычную теорию возмущений.

2. Пусть далее К =  что отвечает границе полосы непропуска­
ния. При этом 6+ =  0 и я]) =  —0, поскольку знаменатель в выражении (7) 
становится действительным. Границе полосы непропускания соответствуют 
два линейно независимых решения уравнения (1 ) в виде стоячих воли

ф! =  А 1 cos (q / 2  х +  0 /  2 ),

ф2 =  А 2х  cos (q / 2 х +  0 /2 )  
для верхней границы полосы, и

ф 1 =:Ai  sin  ( q / 2 x  +  0 / 2 ) ,  

tyz =  А 2Х sin (q / 2х +  0 / 2)

для нижней границы. Амплитуда фг растет линейно с координатой х. Это 
решение, следовательно, должно быть отброшено в случае полуограничен- 
ной области.

3. IM >  \  е|ид|; этот случай соответствует полосе пропускания
Здесь 6+ — действительно и |Д+| <  1, |Д“ | >  1. Аргумент Д+ совпадает 
с аргументом u- q: ф =  — 0. Учтя соотношение (8 ), получим Д+ =

«= До+е“ *в, Д~ =  j -Г*0. В качестве линейно независимых решений в
этом случае можно выбрать

ф1 =  eiS+* (е 1  * +  Rt  е- *"* *) (13)

и выражение комплексно сопряженное (фг =  (pi*).
Поскольку |Д+| <  1, имеет место перепое энергии в направлении рас­

пространения первичной волны, так что рассматриваемая область является 
областью пропускания. При дальнейшем увеличении |б| (при уходе от
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середины полосы непропускания) В\ становится величиной порядка г и 
решение (5) переходит в (За). Строго говоря, рассматриваемый выше спо­
соб решения здесь неприменим, поскольку мы пользовались условием 
|М, Iб| <7 / 2 . Пусть теперь X порядка q. Нулевое приближение по-
прежнему ищется в форме (4), где х мало и должно быть найдено вместе 
с отношением В / А  из условия обращения в нуль коэффициентов при 
6i(fcrH0* и Q-Hq-h'-Hp: в правой части уравнения для добавки первого при­
ближения. При этом мы получим систему уравнений

—2 кк0А +  к02гщ В =  О,
ko2euqA  -  [ f  -  2k0q]B =  0. (14)

Из условия совместности этих уравнений находим
е2| и,х =

2 к»'
2 (г/2 -  2k0q) *

откуда В_
А

и, Ло2

Uq (Я2 —  2 /с0Гу) 8»

т . а. В / А  есть величина порядка г и в нулевом приближении должна при­
ниматься равной нулю. Мы показали, таким образом, что при удалении ко 
от центра полосы непропускания q /  2 нулевое приближение выражения 
для ноля в области х >  а переходит в выражение (За), и становится при­
годной обычная теория возмущений.

Таким образом, мы проанализировали общее решение системы (9) в 
тех характерных случаях, когда ко находится в полосе непропускания и 
вне таковой. Решение же задачи при граничных условиях (2) имеет в нуле­
вом приближении вид ф =  eiktx Л- Re” 1'*** при х  <  а и ф =  
=  A ei(>+x (ei(t'2x +  R + e - ^ )  при х >  а.

Величина S+ определяется из формулы (6), а /? ь из формулы (7). При 
этом

А  _  2ikeika д  _  e2ika (ikal —  а2) 
ik&i -f- d% ikaL -|-

где ,
сц —  в<Л+а (е 1̂ 2« -(_ R+e-W 2 a) ;

a2 =  t(6+ +  qj2 )e «e++*«“ +  R+i [  6+ -
щ /

Общий анализ, проведенный выше, разумеется, вполне пригоден и в 
этом частном случае.
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