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Рассматривается поле сферического излучателя со смешанными гра­
ничными условиями. На одной части сферы задается радиальная ско­
рость, на другой — потенциал. И частности, потенциал может быть нуле­
вым, тогда соответствующая часть сферы будет акустически мягкой.

Пусть (р, ср, 0) —■ сферические координаты: ф(—я ^  ср ^  я) — ази­
мут, ft(0 ^  ft ^  л) — полярный угол. Рассматривается акустическое 
поле, возбуждаемое сферой S радиуса г, в пространстве, являющемся 
внешностью этой сферы. Центр сферы находится в начале координат.

Обозначим через Ф = Ф (р , ср, О) потенциал скоростей точек, лежащих 
вне сферы. На сфере выделяется сферический четырехугольник Sr, огра­
ниченный двумя меридианами и двумя параллелями: —а <  ср <  а, 
О <  а <  я; р <  ft <  у; на нем задается Т7о(ф, ft) —
радиальная проекция скорости. На оставшейся части Su сферы задается 
потенциал U (ф, ft) скорости.

Задача состоит в отыскании решения уравнения

ДФ +  к2 Ф =  0 (D
вне сферы при граничных условиях

ф\в U =  U(<р.«). (2)

дФ
Ф

=  Го(Ф| ft)
s„

(3)

и обычных условиях излучения для временного множителя е~ш . Частный 
случай С/(ср, 0) 0 соответствует акустически мягкой поверхности

Определим наилучшее, в некотором смысле, приближение решения 
задачи, построив его с помощью модификации вариационного метода, 
развитого в работе 11 ] *. Изменим обозначения в граничном условии (3), 
положив Г0(ф, ft) — — Г(ф, ft), и будем считать функции (J(ф, ft) и 
I (ф, ft) вещественными или комплекснозначными, четными относитель­
но ф и достаточно гладкими.

Пусть, как обычно, h^(x) — сферическая ганкелева функция первого 
рода, Pv(m>(x) — присоединенная функция Лежандра, Уу(ш)(ф, ft) =  
=  (cos тшр)/Уш)(cos ft) — сферическая функция. Построим класс поли­

* Отметим, что в работе [1] допущена опечатка в размещении символа ком­
плексного сопряжения (горизонтальной черты сверху) над вторым и четвертым* 
слагаемым правой части формулы (12) на стр. 315, во втором слагаемом горизон­
тальная черта должна стоять только над величиной а,„(т), в четвертом — только 
над величиной Av//v'(ak).
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номов
п  v

}п (р? ф, О) =  2  2  -^vm^vm (р? ф5 ft) , (4)
v=0 т=О

%

где А хт — произвольные константы, вещественные или комплексные, 
г|-ут (р, ф, 0) =  hx(kp) 5Ут ) (ф, 0), п =  0, 1, 2, . . .  . Все полиномы этого 
класса удовлетворяют уравнению ( 1 ) и условиям излучения для времен­
ного множителя e~i0)t.

Наилучшее приближение решения задачи определяется следующим,об­
разом; мы скажем, что для данного фиксированного п полином

/»°(Р, Ф. ̂ ) = ' 2  S  ^vm4vm(p, ф, О) (5)
v= 0  m=0

является наилучшим приближением решения задачи, если он в среднем 
наилучшим образом удовлетворяет граничным условиям (2 ), (3),  понимая 
под этим то, что в подклассе полиномов «степени» не выше, чем /?,, он 
минимизирует функционал

G [/„] =  F (A 0o, Ащ, Ли, . . . ,  Ann) =  ц- § $ I/ « (г. Ф. — U (ф, ’&) |2 dS +
(su)

—  V  ( < р ,  « • )

2
dS,

dS =  sin 0 dydft.

Здесь p — некоторая положительная константа, имеющая ту же раз­
мерность,, что и к2. Придавая р различные значения, мы будем получать 
наилучшие приближения в различных смыслах. В задаче для цилиндри­
ческого излучателя, рассмотренной в работе [ 1 ], р считалось численно 
равным единице. Здесь мы считаем р =  /с2. Такой выбор р предпочтите­
лен но крайней мере с точки зрения вычислительной техники.

Функционал (6 ) является вещественной функцией (п +  1) (п +  2) не­
зависимых вещественных переменных avm =  Re Ахт\ bvm =  Jm Лvm; 
v =  0, 1, 2, . . .  , п\ т =  0, 1, 2 , . . . ,  v. Обозначим

Uxm =  Wvm(a, Р, у) =  \ \ U (ф, #) }У т )(ф, ft) dS
(SJ

=  2  J cos imp dxp  ̂U (ф, ft)/V m) (cos ft) sin ft dft;
а « К Р

Vvm =  Vvni( a ,  P ,  y )  =  ^ ( ф »  * )  ^ ( 7 П ) ( ф ,  ft)dS =
(sv)

a v
=  2  J cos nupdy  ̂ V((pt ft)P^m)(\cosft)sinftdft.

0 P •

Если Avm квадрат нормы сферической функции ( ф ,  й ) , т. е. 

N™ =  I ,],Г f  [ П 'т ) (ф, « )]2 sin Ф <«> =  ,
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где е0 =  2 ; em = 1 ; т =  1 , 2 , 3, . . . ,  v, то uvm /  A’vm и i>Vw /  A'vm 
(v =  0 , 1 , 2 , . . . ,  m =  0 , 1 , 2 , . . . ,  v) будут, соответственно, коэффициенты 
Фурье «срезанных» функций

если (ф,Ф)<=6\* 
если (ф, i}) е  Sv 

если (ф, Ф) ̂  So 
если (ф, А ) е 6,„

в их разложении по сферическим функциям.
Далее положим

СН ф.О ) = { ^ (<Р,#)’

у { ъ * ) = { У0^ ’

Cvm — & 2  ̂  ̂ (̂ vnP|*v'm') р=г dS +   ̂J (  
<SJ (SJ V dp dp dS, ( 1 0 )

p=r

и отметим, что c l ™ =  Cv”,V; здесь и в дальнейшем черта сверху указывает 
на комплексно сопряженную величину.

Преобразуем формулу (6 ) следующим образом:

К  =  G[fn\ =  к2 5 5 |£/(<p, f>) |2 dS +  5 $ | к (ф, 0 ) 12 dS +
(S„) (S„)

+ i  i  2 2 -
v=0 v'=0 ?n'=0 f?i=0

П V

— 2 Be 2  2 ^ ш [ / ^ т М Ь ')  +  kvvmhv'(hr)] 5 г 0 (11)

= 0  m= 0

и найдем стационарные точки функции F n. Для этого вычислим се част­
ные производные первого порядка. Введя обозначения

п  V

2  2  cvm"A\m == Pi
v = 0  т = 0

k‘llijj'hj(kr) +  kvjj’hj (кг) =  q,

( 12)

( 13)

мы Получим

dFn
дЩу

=  2 Re(p — q), dFn
dbjy =  2  Im (p +  <?). (14)

В стационарной точке dF„ /  =  0 и dFn /  36,,-» =  0, /  =  0, 1, 2 , . . .
• •., n; f  =  0, 1, 2, . . . ,  j; поэтому в такой точке Re р = iR e  q, Im p =  
=  — Im q, t . e., p =  q. Это позволяет придать системе уравпепий для на­
хождения стационарных точек функции F„ следующий вид:

71
'У ~У I v̂mV т А\т — k2Uv'm‘hv'(kr) -f- fcUv'm' ^
v= 0  m=0

v ' =  0 ,1 ,2 , . . . ,  n; m '.=  0 ,1 ,2 . . , v'

\
\у

.1
)

(15)

такого же
V*. Вычис-

* Число неизвестных в этой системе равно сумме (?? -f-1) членов натурального 
ряда 1 +  2 +  . . .  +  (п +  1) =  */2(п 4- 1) (п +  2).
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-лим подробнее ее коэффициенты. Положим

z.,./'= zVV' (кг) =  /с2 [/г./ (кг) /г./ (&•) — /ги (fcr) /г„- (Лт)1 

■Отсюда, в частности, следует, что
Zvv =  /c2 (|Av, (fe')|2 -  1М И 12)-

■С помощью формул (10), (16) и (17) получаем
соо00 =  4 лк21 ho (кг) | 2 +  2az00(cos (5 — cos у ) ;

(16)

(17)

v0CvO
Х'ФО

cos fJ
4n/c2 |/iv(/cr) | 2 л P ,

=  -  ■ 2v +  i — ~ +  2azvv J [Pv(x)Ydx-,

CvmVm =
ХФО

(v +  m )l 2nk2\hv(/cr) | 2

(v — m ) ! 2 v +  1
+  2VV a

COS v

s i n  2ma
cos p

2m
)  ̂ [PJm)(x)]4x\

COS V

cos p

Cvov'° =  2azVV' 5 Pv(x)PVf(x)dx; } '18^
хфх' cos v

cos p

Cvm1'm =  zVV' a +  )  $ 7Vm) (2.-) fV (m) (ж) da:,
v¥=v' COS V
тф 0

v̂mV m —  %xx’ £
s i n ( / ^  +  ^ / ) «  s i n  ( / 7 г  —  m') a

cos p

m^m' w  -f- m' +-T -J ] Scos v

Здесь v =  0, 1, 2 , . . . ,  n; m =  0, 1, 2 , . . . ,  v; Pv(;r) =  Pv(°>(z) — полином 
Лежандра.

Коэффициенты Cv-m''™ 7 системы (15) могут быть истолкованы как 
скалярные произведения функций двух переменных (р и #: фут(г, ф, #) 
и ф\.'т?г'(>’, Ф> Ф)» а определитель системы (15) — как определитель Грама. 
Из их линейной независимости вытекает, что определитель Грама положи­
телен. Отсюда следует однозначная разрешимость системы (15).

Пусть Avm° (v =  0,1, 2 , . . . ,  п\ т =  0, 1 , 2 , . . . ,  v) — решение си­
стемы (15). Тогда формула (5) дает искомое иаилучшее приближение 
решения задачи:

п
/п°(р, ф, -0-) =  2 м / ф )  S  ■4lvm0(cos/recp)Pv(m)(cos'0').

Л’ = 0  7 7 7 = 0

(19)

Функция /,1°(р,  ф, О) удовлетворяет уравнению (1 ), условиям излуче­
ния и наилучшнм образом (в ранее определенном смысле) удовлетворяет 
граничным условиям (2 ) — (3), с ошибкой, равной бп2 =  6 [ /п°]. ‘ 

Вычислим эту ошибку. Из формулу (15) вытекает следующее ра­
венство:

п п v  V '

S X i  \ п  ^  v'm' . о - о
/  \ /  if / I  cvm А х щ А х 'у п ' —  

v= 0  v'=0  m= 0  ?n/=0

n v'
— ^  Av'fti' [k~U\'rmrh\t' (/cr) -j- JcVx'm'hv' (̂ *̂)]- (20)

v' = 0  777=0
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Отсюда с помощью формулы (11) находим, что

б»2 =  G [ / Л  =  /с2 5 5 |t / (<p , {> )|*dS+$5  |F(cp,'&) |2 —
(Su) (Sv)

n  v

— 2  2  A vm° V‘ 2Uymhv (/' Г) +  kvvmhv' (kr) ] ^  0. (21)
v= 0  m=Q

Это неравенство мы назовем неравенством Бесселя для данной задачи, 
в которой базисными элементами служат функции флт(р, ср, ’0), а их ска­
лярное произведение определяется с помощью формул (10), причем так, 
что базисные элементы не ортогональны.

Нетрудно убедиться в том, что в частных случаях, когда Su вся сфера 
или когда Sv вся сфера, построенные нами наилучшие приближения 
стремятся при п-^-оо  к точным решениям задачи [2,3], а неравенство 
(21) превращается в равенство Парсеваля.
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