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ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКИХ ЗВУКОВЫХ ВОЛН (ДЛИННЫХ) НА ТОРЕ
С ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ СЕЧЕНИЕМ

И .  И . Ц ой

Решается задача о дифракции плоских звуковых волн на торе с эл­
липтическим сечением.

В работе [1] обсуждалось решение задачи о дифракции плоских зву­
ковых воли (длинных) на торе с круговым сечением. Ниже рассматри­
вается решение той же задачи для тора с эллиптическим сечением тем 
же методом, как и в работе [ 1 ].

Рассмотрим систему плоских звуковых волн (длинных), движущихся 
в направлении отрицательной оси Ох и падающих на неподвижный тор 
эллиптического сечения (с полуосями а и Ь, с радиусом Z). Пусть ось 
симметрии тора совпадает с осью Ох в координатной системе отсчета 
Oxyz (фиг. 1).

Известно, что в случае простого гармонического движения с времен­
ным множителем еш  потенциал скоростей Ф звуковых волн удовлетво­
ряет уравнению Гельмгольца -

ДФ +  к2 Ф =  О а )
и граничному условию на поверхности тора 2  с эллиптическим сечением, 
т. е. условию

и

где п — внешняя нормаль к поверхности 2 .
Будем искать решение уравнения (1) в виде

ф  == eikx +  ср, (3)

де первый член представляет собой потенциал скоростей воли, набегаю­
щих по направлению отрицательной оси Ох из бесконечности, а второй — 
функцию возмущения, вызванного волнами, отраженными от поверхности
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тора 2 , причем функция ср удовлетворяет уравнению
Дер +  /Ар =  0. (4)

Найдем граничное условие для функции ер в координатах тора в пара­
метрической форме.

Введем для тора ортогональные координаты г, 0, а|> какой-нибудь точ­
ки Р, где г — расстояние произвольной точки Р  от центра А  сечения

гора, 5', 0 — угол между г и положитель­
ным направлением О А, а яр — угол между 
сечением тора S и плоскостью Оху 
(фиг. 2 ). Тогда координаты г, 0, \\у точки 
Р  будут связаны с прямоугольными декар­
товыми координатами х, у, 2  той же точ­
ки соотношениями

х г sin 0 , у =  (I +  г cos 0) cos яр, 
z =  (1 +  7' cos 0) sin яр. (5)

Если / =  0, то мы получим зависимость между полярными и декарто­
выми координатами. Поэтому координаты 0, яр для тора называются 
обобщенными полярными координатами или координатами тора в пара­
метрической форме. На поверхности тора 2 мы имеем

а!)

У&2 sin2 0 +  dl cos2 0
(6 )

Из фиг. 3 видно, что

tg 01 =

дх

Ь2

дп

а“

—  C O S  0 2

tg 0 , tg 02
(V

h2
ctgO,

b2 sin 0 . (7)

У 6* sin2 0 +  a4 cos2 0

В силу соотношений (2), (3), (б) и (7) функция <р удовлетворяет 
следующему граничному условию иа поверхности тора 2 :

дер , ЬЧ sin 0 ( , аЫ sin 0
дп УЬ4 sin2 0 +  a4 cos2 0

exp к
УЬ2 sin2 0 +  a2 cos2 0

(8)

Далее найдем решение уравнения (4), удовлетворяющее условию (8 ) 
по формуле Грина в виде [2]

Ф 4л J J L
д е~*к*' ,-г/ф'

Ф
дер

дп дп
да, (9)

где р' — расстояние между фиксированной точкой Р, лежащей вне 2 , и 
произвольной точкой поверхности тора с эллиптическим сечением. В под­
ынтегральном выражении (9) функция <р на 2  пока неизвестна. Поэтому 
сначала найдем ер на 2 , а затем значение ер для любой точки по фор­
муле (9).

В случае длинных звуковых волп к =  2я / Я (где Я — длина волны) 
есть величина малая. Возьмем вместо к безразмерную величину Ы и пред­
положим, что Id есть также величина малая. Рэлей в своей работе [3] 
показал, что в случае сферического препятствия функция ер, удовлетво­
ряющая уравнению Гельмгольца, может быть разложена в сходящийся ряд n  
ио степеням ка (где а — радиус сферы). Применяя метод Рэлея к па- 1 
шей задаче и учтя граничное условие (8) , на поверхности тора и вблизи ’ 
его в силу аналитического продолжения, мы можем разложить функцию
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Ф в ряд по степеням k l , т. е.
ф =  фо +  Щх  +  . . . , (10)

где фо, ф1. пока неизвестные функции.
Тогда, подставляя в формулу (4) вместо ф ее выражение (10) и при­

равнивая коэффициенты при одинаковых степенях к в обоих частях тож­
дества, мм получим следующие дифференциальные уравнения для 
фо? фь . . .  :

Дф; =  0  0  =  0 , 1 ) , (И )

Из формул (8 ) и (10) вытекает, что на поверхности тора 2 функции 
фо, Фь . . .  будут удовлетворять следующим соответствующим граничным 
условиям:

вщ  =
да

d<pi
дп

ЪЧ sin О
I у//' sin2 0  +  а'к cos2 0

( 12)

Таким образом, задача об определении ф на поверхности тора с эллип­
тическим сечением сводится к решению системы дифференциальных урав­
нений ( 1 1 ) с соответственными граничными условиями (1 2 ).

В случае стационарного движения жидкости или газа уравнение не­
разрывности в обобщенных полярных координатах имеет вид

ф̂ 2 \ |
А _  w  

с2
фгфЧ)

1

(I +  rcosG ) 2 Фч>ч> 1 — 5 $ .»—

ф,.фе_
* * *  c W  “ pr*  C2 (Z +  7 - C O S 0 ) 2

— 2 фе*
Фефф

—  Фо
sin 0

r(Z +  rcos0) [ • +
Ф*

C2r^(l +  r  C O S 0 ) 2 

I +  2 r cos 0

Фо
c2(l +  г cos G) 2 

COS 0 ф-ф2

С2Г3 C2 ( l - \ - r  C O S 0 )

]+ 4
т]-*

г(1 +  rcos0) +

( 1 3 )

где нижние индексы г, 0 . ф означают частное дифференцирование по 
г, 0, ф, с — скорость звука в движущемся газе или жидкости. Уравнение
(13) получено таким же способом, как и уравнение потенциала скоро­
стей [4].

Для несжимаемых потоков (с  =  оо) уравнение (13) значительно 
упрощается и принимает вид

, 1  , 1 
Фгг +  ̂ Ф 6 0 +  (l +  r ~--0yZ

sin 0

Z +  2 r c o s 0
Ф4>ф Н-----71 j Wrr(Z +  r co s 0 }

Фо =  0.
r ( l  +  rcos 0 )

В силу этого каждое из уравнений (11) будет иметь вид

( 1 4 )

32Фi , j- , 
dr2 ^  i* 502

1

(l-\- rcosG) Зф2 

sin 0 d(pj

<92фj ^  l +  2r cos 0 dq>j

r(Z +  rcos0 ) 50
=  0

r ( l - \ - r c o s Q )  dr

(7 =  0,1) ( 1 5 )

Так как тор с эллиптическим сечением имеет ось симметрии Оху то 
функции фо, ф1, . .  • не будут зависеть от ф. Следовательно, уравнения (15^
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примут вид

?2<pi

[1]
+  i  ̂ Ф£ +

5/-2 ' г2 302
I  +  2 г cos 0  #cpj 

r(£ +  rcosO) 3r 
( / =  0 , 1 )

sin 0 dtp; 
r (i +  rcosO) <9/* =  0

Уравнение (16) при j  —  О с  граничным условием (12) (первая фор­
мула из ( 1 2 ) )  имеет единственное решение

ср0 =  const =  0 . (17)
Что касается уравнения (16) при /  =  1 со вторым граничным условием 
( 1 2 ) , то его решение можно представить в виде

1
cpi =  -r is in O .

О (18)

Непосредственной проверкой можно показать, что функция cpi, опре­
деляемая формулой (18), удовлетворяет уравнению (16) и граничному 
условию ( 1 2 ).

Таким образом, на поверхности тора 2  с эллиптическим сечением 
функция ф1 определяется формулой

abi sin 0
Ф1

/УЬ2 sin2 0 +  a2 cos2 0
(19)

Итак, в силу формул (10), (17) и (19) функция <р на поверхности 2 
принимает вид

abi sin 0  . Л
-7 = = = = = = =  +  0 (А:2). (20)
УЬ2 sin2 0 +  a2 cos2 0

Ф =  к

Чтобы решить задачу до конца, вернемся опять к формуле (9). Под­
ставляя значения ф ц <9ф /  дп из формул (8 ) и (2 0 ) в подынтегральное 
выражение (9), мы получп.м

abi sin 0 д e - ih*'

УЬ2 sin2 0 +  a2 cos2 0 дп р' +

ЪЧ sin 0
р' V Ь4 sin2 0 +  a4 cos2 0

exp к
ahi sin 0

УЬ2 sin2 0 +  a2 cos2 0 ) ] * ■

( 21)

Найдем теперь приближенное значение интеграла (21), когда расстояния 
р'  велики по сравнению с размерами тора, т. е. вдали от тора.

г, ' ,  abi sin 0Прежде всего, разлагая -множитель ехр к
У/;2 sin2 0 +  a2 cos2 0 > в под“

ынтегральном выражении (21) в ряд Тейлора и отбрасывая все члены 
второго и высшего порядков малости относительно к, мы можем напи­
сать формулу (2 1 ) в виде

' - ± И [
аЫ sin 0 д e - W

УЬ2 sin2 0 +  а2 cos2 0 дп р' +

e-xW
+ ------- к

ЪЧ sin 0
р ' УЬ4 sin2 0 +  а4 cos2 0

( 1 +
abi sin 0

УЬ2 sin2 0 +  a2 cos2 0
) ] d a .

(22)
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Пусть ОМ =  R y МР =  р', ОР =  Л0, где Л/ — произвольная перемен­
ная точка, лежащая на поверхности тора 2  с элиптическим сечением, 
с координатами (фиг. 1 ).

\

Поскольку

Xi =
ab sin О

У1 — [ I + cos я|з,

21 1 +

y 62 sin2 0 +  a2 cos2©’ 
ab cos 0

У&2 sin2 0 - f  a2 cos2 0
ab cos 0 \ . 

T = = z = = = — /smoJ). 
y&2 sin2 0 +  a2 cos2 0 /

P' =  У ( * - * , ) *  +  (у  -  IJlV +  (z -  2 , )2,
то можно написать следующие приближения [2 ] :

e-ikp'

Р'
б в-*'1»' 
<9?г р '

,  5 б
1 — * 1  Я------У'Ч-ах оу

( ,  д д
— — ( ^ я----Н "Н-ч ох оу

-ад 1  e~ikRo
Л0

+  • • •
(24)

щ
dz )  R I • • • У

О

где Л0 =  \х- +  у2 +  2 2 — расстояние точки Р  от начала координат, 1и 
nii, Щ — направляющие косинусы внешней нормали к поверхности тора 
с эллиптическим сечением, определяемые формулами:

, Ъ2 sin 0
h —

mi =

iii =

УЬ4 sin2 0 +  a4 cos2 0 

a2 cos 0 cos y\)
У > sin2 0 +  a4 cos2 0 

a2 cos 0 sin ф (25)

yt4sin2 0 +  a4cos2 0

Элементарная площадка do на поверхности тора 2  с эллиптическим 
сечением будет

abyfr4sin2 0 +  a4 cos2 0 /  ab cos 0 \ 7А
do =  ■ l +  — i dOdty. (26)y(&2sin20 + a2 cos2©)3'' yfe2sin20 + a2 cos2©/

При вычислении интеграла (22) прежде всего нужно учесть формулы
(23) — (26), а также то обстоятельство, что все интегралы с подынтеграль­
ным множителем sin г|> или cos \р пропадают после интеграцирования. 
Произведя несложное вычисление интеграла по 0, мы получим ср для лю­
бой точки Р  в виде

QI д 
2 л дх

Q—ikRo О e~ikRo
— Л2 7 ------ —

4л • i i 0
+  0 (/с3),

где Q =  2пЧаЪ —■ объем тора с эллиптическим сечением.
Тогда решение уравнения (1), определяемое формулой (3), можпо 

написать с учетом временного множителя еш  и амплитуды падающей 
звуковой волны / о в виде

ф = I o e 4 o t + h x )  - к ~ е

2лТС
ш  д e ~ i h B a  - р М

дх R0 4 л

e i(ot-hRo)

Rо
+  0 (/с3). (28)
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Эта формула дает возможность определить потенциал скоростей Ф для 
любой точки Ру находящейся вдали от поверхности препятствия в виде 
тора с эллиптическим сечением 2 . Из формулы (28) вытекает, что потен­
циал скоростей Ф звуковых воли равен алгебраической сумме трех по­
тенциалов скоростей: от падающей плоской звуковой волны, от диполя 
и от точечного источника нулевого порядка, находящихся в начале коор­
динат О.

Если кНо велико но сравнению с единицей, то формула (28) может 
быть представлена в виде

I  Q  e w - k i i i ) I  Q  e w --H R * )
ф  =  l o e W + h x )  _  k 2 ---- ---------_  /i:2 c o s  ------- ------- +  0 ( /г>), (29)

4л По 2л R<

где О — угол между По и осью Ох.
Отделяя действительную часть, мы получим приближенную формулу 

для потенциала скоростей Ф плоских звуковых волн (длинных) для лю­
бой точки, находящейся вдали от тора с эллиптическим сечением, в виде

Ф =  / 0 cos (ot +  кх) +  к2
hQ

4ni?o
(1 +  2 cos 'О) cos (o t  — /W?o+ л) +  0(&з).

(30)
Представим формулу (29) в другом виде:

/ 0 О  I  ( Д А -  Q )  e i(ot-hRo)
ф  =  10еЧ°*+кх) — к2--------------------— к2--------------- — cos тТ — —------- (- 0  (к3) ,

4л R о 4л До (31)
где для тора с эллиптическим сечением

Q =  2л ЧаЪу А =  2лЧаЬ. (32)

Если а =  Ь, т. е. для тора с круговым сечением, то получим [1]
Q =  2л На2; А  =  2л На2, (33)

В случае других препятствий (сферы, эллипсоида, круговой пластин­
ки) формула (31) также остается в силе, но А  и Q принимают другие 
значения [5].

Если кПо мало по сравнению с единицей, то для определения ф не­
обходимо особое исследование формулы (2 2 ).

ЛИТЕРАТУРА

1. П. И. Ц о й. Дифракция плоских звуковых волн (для длинных) на торе. Приют, 
мат. и мех. 25, 4, 1901, 771—774.

2. Г. Л э м б. Гидродинамика, §§ 290, 300, М., ОГИЗ, 1947.
3. Р э л е й .  Теория звука, т. II, § 334, 1955.
4. Р. 3 а у  э р. Введение в газовую динамику. М., Гостсхиздат, 1947.
5. R a y l e i g h .  On the incidence of aerical and electric waves upon small obstacles in

the form elipsoids or eliptic cylinders. Phil. Mag. (5), 44, 28, 1897.

'Гул ьс ки й полите х и и ч е с к и й 
институт

Поступила в редакцию 
И октября 1963 г.


