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Рассматривается отражение акустических и внутренних гравитаци­
онных волн в расслоенной (изотермической) атмосфере от твердых пло­
ских препятствий, характерный размер которых предполагается много 
большим длины волны. Найдено, что вследствие пространственной дис­
персии рассматриваемых волн их отражение в общем случае происходит 
с изменением длины волны, причем угол падения не равен углу отраже­
ния.

Рассмотрим отражение волн в неоднородной по плотности атмосфере 
от -плоского твердого препятствия, (размеры которого много больше дли­
ны волны. Таким препятствием может являться, например, склон холма 
или горы. Для простоты будем рассматривать изотермическую атмосфе­
ру. При этом в атмосфере существуют два типа волн: внутренние грави­
тационные волны и волны акустического тина, переходящие в пределе 
коротких волн в обычные звуковые волны. Отражение этих волн обла­
дает рядом интересных особенностей, что и будет показано ниже.

Отражение и прохождение волн через границу раздела двух сред с 
различными плотностями или с различными градиентами плотности рас­
сматривалось также Толстым [1 ]. Основное внимание он уделил иссле­
дованию возможности прохождения волн через границу с изменением 
при этом типа волны. Отражение от твердой границы им не изучалось.

Оба типа волн описываются следующим дисперсионным уравнением
[4 ,2 ]:

(о4 — со2 (к2 +  а2) с2 - f  N2c2k2 cos2(p =  0, (1)

где со — частота, к — волновое число, а =  1 /  III  =  yg  /  2с2, Н  — высота 
однородной атмосферы, y  =  cp /cv, g — ускорение силы тяжести, с — ско­
рость звука, А =  У у — 1 g I с (частота Вяисяля для изотермической атмо­
сферы [2|), ср — угол между направлением волнового вектора и горизон­
тальной плоскостью.

Из формулы (I) следует, что

(02 _  - 1 С2[(Г- +  а2) ±  У (А2 +  а2) 2 — N2c~2k2 cos2 ср].
ш

Знак плюс соответствует при к ^ > а  (А .< ^ //) обычным звуковым вол­
нам (акустическая ветвь). Для них всегда со ^  ас >  N. Знак минус соот­
ветствует гравитационным волнам, для которых всегда со ^  N  cos ф. Оба 
типа воли обладают в общем случае частотной и пространственной дис­
персией [2].

При отражении, как обычно, для любых типов волн должны сохра­
няться частота и проекция волнового вектора на плоскость препятствия. 
Кроме того, должна быть равна нулю нормальная к поверхности раздела 
компонента скорости. Пусть (см. фиг. 1) плоскость препятствия образует
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угол ф с горизонтальной плоскостью (склон горы). Волны рассматривае­
мых двух типов имеют в общем случае как продольную, так и попереть 
ную к волновому вектору компоненты скорости [2 ]. Пусть плоскость xz  
будет плоскостью колебаний вектора скорости в волне. Тогда из сообра­
жений симметрии ясно, что и в отраженной волне колебания будут про­
исходить в той же самой плоскости. Для простоты будем считать плос­
кость xz перпендикулярной плоскости препятствия, а затем укажем, как 
все рассмотрение можно обобщить па случай произвольной ориентации 
плоскости колебаний и плоскости препятствия. Обозначим 0 угол паде­
ния волны (угол между волновым вектором и перпендикуляром к отра-

Введенпые углы связаны следующим соотношением (см. фиг. 1):

Три условия (2) — (4) достаточны для определения трех неизвестных 
величин #i, 01, cpi по заданным значениям к, 0, ср.

Отражение от горизонтальной плоскости но представляет собой чего- 
либо нового. Действительно, при ф =  0 из формул (4) и (3) следует, что 
к cos ф =  — к[ cos cpi; подставляя это равенство в условие (2), получаем 
к =  /ci, затем cpi =  л — ср, 0 — Oi, т. е. угол падения равен углу отраже­
ния. Отражение происходит без изменения длины волны. Условие равен­
ства нулю вертикальной компоненты скорости на границе раздела z =  О 
накладывает условие па амплитуды падающей и отраженной волн. Ампли­
туду вертикальной компоненты скорости, опуская зависимость от време­
ни, запишем в виде w =  A  exp {i(k x  sin 0 +  kz cos 0 )} , для отраженной 
полны wx =  A t exp { ' (k tz  sin 0. 4- kxz cos 0 ,)} . Из требования w Wi =  0 
при 2 =  0 с учетом соотношения (3) получаем, что А\ =  -  Л, т. о. при 
отражении фаза волны изменяет знак. .

Значительно интереснее случай ф Ф  0, когда, как будет видно далее, 
отражение происходит с изменением длины волны, а угол падения не ра­
вен углу отражения. Условие (3) с учетом соотношения (4) можно запи­
сать следующим образом:

Возводя равенство (5) в квадрат и деля почленно на равенство (2), мы 
получаем уравнение для определения угла ерь

жающей плоскости), 0i — угол отражения, 
ф! — угол между волновым вектором отра­
женной волны 1м и горизонталью. Благодаря 
неизменности частоты в процессе отражения 
из уравнения (1) получаем первое условие 
отражения:

-  к2{ оз2 — Л’2 cos2 ср) =  Лд2(о12 — N2 cos2 ф|). (2)

Фиг. 1

Второе условие дает требование сохране­
ния величины проекции волнового вектора на 
отражающую плоскость, которое записывает­
ся в следующем виде:

к sin 0 =• к\ sin Оь (3)

ф +  Ф +  0 =  я  /  2 =  г|> +  ф1 — Оь

к cos (ср +  ф) =  — ki cos (ф! +  ф ). (5)

С 0 3 2 ( ф 1 + Я | ) )  cos2(cp +  ^ )  5
со2 — N2 cos4pi о 2 — N2 cos2 ср N2 * 

Решая это тригонометрическое уравнение, получим

cos(2«p +  х) =
s (2co2/iV2 — 1) —-1

(6)у 1 +  52 +  25 cos 2ф
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где

(7 )
sin 2ф

У1 +  s2 +  2б- cos 2\j)

Зная (pi из соотношения (4), определяем 0i, а затем из соотношения (3) 
и ки ' ' •*'

Условию равенства нулю нормальной к границе раздела компоненты 
скорости можно удовлетворить точно так же, как и в случае г|) — 0, при­
чем при его проверке удобно осп координат направить по поверхности 
раздела (ось .г) и по перпендикуляру к ней (ось z).

Ф иг . 2 Ф иг. 3

Процессу решения можно дать наглядную геометрическую интерпре­
тацию. Рассмотрим сначала отражение воли акустического типа, для ко 
торых 0) >  N. Условие (2) показывает, что.конец волнового вектора ki 
и начало вектора к должны находиться на эллипсе, определяемом этим 
условием. Действительно, уравнение (2) есть уравнение эллипса в по­
лярных координатах с полуосями

а =  к ̂ / со2 — N2 cos2 ф к
b =  —  У о)2 — Л'2 cos2 ф. 

со (8 )со2 — А*2 ’
С другой стороны, вследствие условия (3) конец вектора lq должен ле­
жать на перпендикулярах, восстановленных от границы раздела па рас­
стояниях к sin G в обе стороны от начала координат. Точка пересечения
одного из этих перпендикуляров с эллипсом и является концом волнового 
вектора lq отраженной волны. Условие (4) определяет, какую нз двух воз­
можных точек пересечения нужно выбрать, чтобы волна отражалась об­
ратно в атмосферу.

В зависимости от соотношения между углами и между со и Л' волна 
может отражаться вправо или влево от перпендикуляра к отражающей 
границе. Различные ситуации показаны на фигурах 2 и 3. Отметим, что 
случай отражения в тот же квадрант соответствует случаю длинных воли 
с частотами, близкими к предельно]! частоте волн акустического типа 
со0 =  «с, когда эллипс достаточно вытянут вдоль горизонтали и когда 
угол не очень (велик. Отметим, что при co- xdo, когда /> < « ,  отношение
полуосей эллипса стремится к постоянной величине Ь/а =  '\'\ Л2, где
Л2 =  А'2 / а2с2 =  4 (у — 1) / у2. При у =  1,4 (воздух) А2 =  40/49, поэто­
му ЪI а =  3/7.

Для коротких волн к 5§>а, со5$>N выполняются обычные условии от­
ражения к =  Ад, 0 =  Oi, что легко видеть из формул (2) — (4). При этом 
а =  эллипс превращается в круг, и обычные условия отражения с оче­
видностью следуют и из геометрических построений. Разница между 
к и Ад, 0 и Oi есть малая порядка (а / к )2.

В общем случае отражение происходит с изменением величины волно­
вого вектора, т. е. с изменением длины волны. Этот факт является следст­
вием пространственной дисперсии рассматриваемых воли. Действительно,
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если в дисперсионном уравнении (1) частота задана, а угол ср изменяется, 
то должна изменяться и величина волнового вектора. Вследствие симмет­
рии уравнения (2) относительно к, (р и Ад, cpi очевидно, что наши построе­
ния обратимы, т. е. если считать к4 волновым вектором падающей волны, 
то к будет волновым вектором отраженной волны.

Обратимся теперь к изучению отражения внутренних гравитацион­
ных волн, для которых всегда co^ A 'coscp . В этом случае условие (2)

определяет гиперболу, угловой коэффициент асимптот которой и действи­
тельная полуось выражаются так

а =  А:~|/N2 cos2 <р — со2 
~N2 — о 2

Конец вектора к, для отраженной волны лежит на пересечении гипербо­
лы и одного из перпендикуляров, восстановленных на расстоянии к sin 0 
от точки 0 к отражающей плоскости. Фиг. 4, на которой изображены две 
различных ситуации отражения, поясняет сказанное.

Особенно просто нахождение отраженной волны происходит в случае 
длинных гравитационных волн, когда к а, со N cos ср. При этом асимп­
тоты гиперболы сливаются с вертикальной осью координат, а условие (2) 
принимает вид

k cos ср =  к\ cos cpi, (10)

т. е. гипербола вырождается в перпендикуляр к горизонтали, проведен­
ный па расстоянии к cos ср от начала координат. Определение величины Ад 
и углов (pi и 0i ясно из фиг. 5. Угол отражения Oi и величина волнового 
числа Ад определяются следующими соотношениями:

Ctg 01 =  2 ctg ф +  Ctg 0, (И )
Ад =  кУ1 +  2 sin 20 clg ф +  4 sin2 0 ctg2 ф. (12)

Эти (формулы показывают, что при отражении от вертикальной стенки 
(ф =  я /2 )  выполняются обычные законы отражения: к =  Ад, 0 =  0,. 
Отраженно от почти горизонтальной плоскости (ф < ^ 1) происходит с 
очень большим изменением длины волны: Ад ^  (2/csin0) /ф , 0, ^  ф /2 . 
Характерно, что отражение всегда происходит в ту же полуплоскость от 
вертикального направления, где находился волновой вектор падающей 
волны.'Действительно, из формулы (4) следует, что cpi =  я /2  — ф +  0,, 
но 0[ <  ф (см. фиг. 5) согласно теореме о внешнем угле треугольника, 
который всегда больше внутреннего угла, к нему не прилежащего.

Рассмотрим отражение коротких гравитационных воли, для которых 
к а, со2 =  A’2 cos2 ср (1 —- Д), где Д =  (а  / к) 2 (1 — А2 cos2 ср), как это
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машет быть получено из формулы (1). При этом

а =  ± t g  ф, а =  ctg фУ1 — Л2 cos2 ф. (13)

Если изображать вектор к конечным отрезком, то гипербола с парамет­
рами (13) будет практически сливаться с угловыми асимптотами, по­
скольку тогда величина а, не содержащая к , будет малой. При этом если 
Ф <  ф, то отражение происходит в ту же полуплоскость от вертикали, где 
находится волновой вектор падающей «волны, а если ф >  ф, то в проти­
воположную ‘ПОЛУПЛОСКОСТЬ. При ЭТОМ ф! —ф, ИЛИ ф! «  я — ф с 'ТОЧ­
НОСТЬЮ до малых порядка (а /А’ ) 2, но Ач меньше к. Связь между к и Ач 
находим с номощыо формул (3) и (4):

^ __ к sin О
Ci sin (0 +  2ф)

где знак плюс соответствует отражению в другую полуплоскость, а знак 
минус — в ту же, где находится волновой вектор падающей волпы.

Обобщим рассмотрение иа тот случай, когда плоскость колебаний в 
волне находится под произвольным углом к плоскости препятствия. Вы­
берем систему координат xyz  так, чтобы ось х  была перпендикулярной 
плоскости препятствия, а ось у находилась бы в ней. Тогда компонента 
ку также сохраняется при отражении. Эллипс и гипербола превращаются 
в поверхности вращения относительно вертикальной оси. Конец волново­
го вектора отраженной волны и начало волнового вектора падающей вол­
ны будут находиться в точках пересечения плоскости колебаний с эллип­
соидом или гиперболоидом вращения и неренендикулярами к границе 
(раздела, находящимися з плоскости колебаний, и определяемыми усло­
вием сохранения тангенциальной компоненты волнового вектора.

В процессе отражения энергия волны не изменяется, но происходит 
изменение соотношения между горизонтальной и вертикальной компо­
нентами скорости в волне, а также соотношения между упругой и термо- 
барической частями энергии. Эти изменения могут «быть найдены без осо­
бого труда с помощью формул § 46 книги [2 ], если известны волновые 
числа к и к± и углы Ц) и <р±.
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