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А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л

УДК 534.222-16
К  РАСПРОСТРАНЕНИЮ УПРУГИХ ВОЛН 

КОНЕЧНОЙ АМПЛИТУДЫ
Л . А . I I  осп е лов

Рассмотрено распространение продольной упругой волны п изотроп
ном твердом теле. Показано, что вследствие нелинейности профиль пол
ны искажается, чго приводит в случае малой диссипации к разрыву.

Известно (см., например, работу [ I ] ) ,  что влияние нелинейности урав
нении движения проявляется, в частности, в том, что при распространении 
волн конечной амплитуды профиль волны искажается. Это искажение 
может принести к образованию разрыва, который наступает тем раньше, 
чем больше амплитуда начального возмущения и чем меньше диссипация 
1.2]. При этом вследствие нелинейного взаимодействия сигнал обогащается 
высшими гармониками, амплитуда которых возрастает за счет убывания 
амплитуд гармоник с низшими частотами. Наличие диссипации приводит 
к подавлению высших гармоник, и разрыв профиля волны может не насту
пить. Эффект нелинейной генерации высших гармоник и искажение фронта 
волны при наличии диссипации исследовались в ряде работ в применении 
к различным нелинейным средам [3—6].

Недавно опубликована работа [7], в которой экспериментально иссле
довалось распространение упругих волн в изотропном твердом теле. В на
стоящей работе проведено теоретическое исследование этого явления мето
дом, который ранее использовался рядом авторов [2, 3, 6] для исследова
ния подобных явлений в других средах.

Будем исходить из уравнений теории упругости для вектора смещения 
Щ с учетом нелинейных упругих и диссипативных членов [1]. Уравнения
эти имеют вид:

сРщ д
(- d * =  6xl (•’ <« +  ” » ) ■

Тензор упругих натяжений а** выражается при этом соотношением

энергия упругих деформации изотропного твердого тела. Тензор деформа
ции иih определяется следующей формулой:
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остальные обозначения те же, что и в монографии [I] .
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Рассмотрим случай продольных деформаций, распространяющихся вдоль
д д

оси Ож. Тогда гг,- =  ггб,*, j -  =  бгх — , а,(, =  огЛ61Хо, о » '  =  б*й6,-ха',

где

2 Iс, =  р ^ - -  +
ди \ 2

Veto /  ’ сг =  хр
52w.

dt дх

Здесь использованы обозначения рс2 =  - ц 4
3

Р =  -,р с2 +  v у =  ^  +  ЗВ +  С% *Р +  £•

Уравнение для вектора смещения имеет вид

ди д2и
дх дх2

+  хр
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dt дх2 ’

Дальнейшая задача состоит в отыскании решения уравнения (1) при 
некоторых начальных или граничных условиях. Пусть нас интересует по
лупространство х  >  0. Зададимся такими граничными условиями при 
х  =  0 , что в линейном приближении и при отсутствии диссипации реше
ние имеет вид:

и = '  и0 cos ф, (2 )

где гр =  о  (х /  с — t) . Имея в виду, что нелинейные и диссипативные чле
ны малы, будем искать решение уравнения ( 1 ) в виде [ 2 , 3, 6 ] и =  
— w(|, ф), где £ =  е (со /  с )х , a s 1. Переходя от переменных (я, £) к пе
ременным (ф, £) и пренебрегая при этом членами порядка е2, перепишем 
уравнение ( 1 ) ввиде

9 - 1 л .  дУ &1У —  . g3y
дф 19ф Зф2 г~ Зф3 ’

* и СО U o f  Р \ XG)где введены обозначения: г/ =  — , ei =  — Z — — о 1, 82 =  - —.
и0 с V рс2 /  с2

Если считать, что 2е =  8i, то окончательное уравнение будет иметь вид

Точное решение уравнения (3) известно [2] и имеет вид v =  

1и, где U является решением уравнения теплопроводности:=  —
д\\)

ди d2U

Если использовать граничное условие ф)*=о — Иосовф и связь и и U, 
то мы получим граничное условие для U, которое можно написать в виде
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Тогда решение уравнения (4) принимает вид
1 +”  1

^(1 , 4’ ) =  — =  \ е ^  2,)2/(4й) Н------ cos У dij =  2  Ап с - ”1'6» cos mb, (5)
2Уя65 J 26 ^  т  v ;

- с о  . „ — О

гдо Ао =  / 0( 1 /  26), =  2 /„ (1  / 26) — модифицированная функция
Бесселя.

Решение (5) довольно сложно и по нему трудно изучить форму иска
женного профиля волны. Поэтому рассмотрим предельные случаи больших 
и малых 6 (больших и малых вязкостей). Пусть 6 ^ > 1 . Тогда решение (5) 
можно разложить в ряд Тейлора по I /  6. Удерживая лишь члены линейные 
но 1 /  6, получим решение для вектора смещения в виде

( е~2Ь* — е~4Й«) cos 2ф (6)

Из выражения (6) следует, что основная гармоника экспоненциально за
тухает с ростом расстояния до границы х  =  0. Амплитуда второй гармо
ники растет вплоть до £m —  In 2 / 26, где она принимает максимальное 
значение, после чего начинает спадать. Используя формулу (6), легко вы
разить величину отношения нелинейного члена тензора натяжения к ли
нейному (эта величина представляет известный интерес [7 ]) через ампли
туды первой и второй гармоник в точке х  =  1т:

8 У2 In 2

x=zlm

Если 6 — 1 и 6£ >  1, то, пренебрегая членами ~ е х р  (—26£), получим

и =  46

Таким образом, на достаточно больших расстояниях все высшие гармо
ники затухнут и останется только одна основная гармоника. Обратим вни
мание на тот факт, что амплитуда этой волны изменяется вследствие нели
нейного взаимодействия волн и отличается от щ.

При 6<g! 1, пренебрегая правой частью в уравнении (3), получим

1_
26
1

соэф.

26/

(8)

v =  — uosin ( 4  — %v), (9а)

t  j  2jt
a =  $ v(g,  ̂ u(l, Tj))r/ij). (96)

0 0

Это же выражение можно получить, применяя метод перевала к интегралу 
в выражении (5). Из формулы (9а) видно, что волна скорости смещения v 
имеет вид решения Римана, которое допускает разрыв при достаточно 
больших Фронт волны вектора смещения как функция ф, выражаемая 
формулой (9б), остается при этом непрерывной. Заметим, что проведенное 
рассмотрение справедливо на расстояниях х у удовлетворяющих неравен
ству:

-г~ * < / г  (10)

О) 1
— я ~  — ,с г

то первенство (10) не представляет собой существенного ограничения.
7 Акустический журнал, № 3

но т. к. г 1, а разрыв фронта волны происходит уже при
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В порядке сравнения полученных здесь результатов с результатами 
эксперимента следует отметить, что зависимость амплитуды второй гармо
ники, изображенная на фиг. 1 работы [7], качественно совпадает с зави
симостью, которую дает формула (6). Детальное же сравнение проводить 
но имеет смысла, т. к. погрешность экспериментальных результатов вели
ка ( ~ 8 0 % ) .  Необходимо также отметить, что вычисление величины р /  а 
удобнее проводить по формуле (7), приведенной в настоящей работе, чем 
но формуле (10) работы [7], т. к. в первом случае имеем дело с максималь
ными значениями амплитуды второй гармоники, в другом случае необ
ходимо измерить ее вблизи точки х —  0, где она значительно меньше мак
симальной.
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