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К ВОПРОСУ ОБ ИЗМЕРЕНИИ вязкости ньютоновских 
ЖИДКОСТЕЙ С ПОМОЩЬЮ КОЛЕБЛЮЩИХСЯ зондов
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Получены зависимости основных колебательных характеристик стер- 
жневого зонда вискозиметра в режиме выпуждеыпых продольпых и кру­
тильных колебаний в ньютоновской жидкости от вязкости и плотности 
последней, плотности материала, модуля упругости и коэффициента внут­
ренних потерь в материале стержня, конфигурации поперечного сечения 
сторжня и частоты вынужденных колебаний. Введено понятие коэффи­
циента демпфирования, которым определяется влияние вязкости жидко­
сти на колебательные характеристики зонда. Получены формулы для 
оцепки погрешности методов измерения вязкости, основанных на измере­
нии скорости распространения волпы в стержне, коэффициента погло­
щения и добротности. Приведены рекомендация по выбору коэффициента 
демпфирования.

В настоящее время для измерения вязкости жидкостей находят при­
менение приборы (вискозиметры) с колеблющимся стержнем — зондом. 
При погружении зонда в жидкость изменяются его колебательные харак­
теристики; измеряя их, можно определить вязкость окружающей зонд 
жидкости.

Рассмотрим стержень постоянного сечения, окруженный смачивающей 
его безграничной средой. Пользуясь вторым законом Ньютона и пренебре­
гая деформацией поперечных сечений стержня, мы приходим к уравне­
нию для гармонических продольпых колебаний стержня в среде, справед­
ливому для малых амплитуд:

В этом уравнении х  — текущая координата вдоль оси стержня, и(х) — 
амплитуда смещения сечения х от положения равновесия, р — плотность 
материала стержня, Е — модуль Юнга материала стержня, Z — волновое 
сопротивление среды для поперечных волн, со — круговая частота вынуж­
денных гармонических колебаний, h — отношение длины линии соприкос­
новения поперечного сечения стержня с жидкостью к площади этого се­
чения.

При тех же предположениях, пользуясь теоремой об изменении кине­
тической энергии вращающегося твердого тела, мы получим уравнение для 
гармонических крутильных колебаний стержня:

где ф(я) — амплитуда угла закручивания сечения х  от положения равно­
весия, G — модуль сдвига материала стержня, h — отношение полярного 
момента инерции линии соприкосновения поперечного сечения стержня 
с жидкостью к полярному моменту инерции площади этого сечения.

(1)

( 2)
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Т а б л и ц а  i

Способ
погружения

аонда

Конфигурация поперечного сечения
Вид

колебанпй Фиг. 1, а Фиг. 1, б

Внешней поперх- 
постью

Внутренней
поверхностью

Целиком

2 R а +  b

Продольные

R2 _  Г2 
2г

d(a +  b — 74) 
а +  Ъ — Ы

№  — г3 
2 „

R — r

d(a +  b - 2 d )
2
d

Крутильные

Внещней поверх­
ностью

Внутренней
поверхностью

Целиком

4Я3
Ri — г4 

4г3
Л4 — г*

4 (Л3 +  г 1) 
Л 4 — г 4

В  табл. 1 приведены формулы для расчета величины й  для наиболее рас­
пространенных конфигураций поперечного сечения зонда, изображенных 
на фиг. 1 ,а ,б .

Д ля нью тоновской ж идкости волновое сопротивление для поперечных 
вязких волн определяется выражением [1 ] :

Z -у росор-
(1 +  0 . ( 3)

где ро — плотность ж идкости, р  —  вязкость.
Внутренние потери в стерж не при гармонических колебаниях можпо 

учесть, если считать модули упругости  
комплексными [ 2 ] :

{
E  =  R e E ( l  +  iX) 
G  =  R e G ( l  +  iX)

(4)

где х — коэффициент внутренних потерь. 
Введем безразмерную величину

D  =
h Урор
р У2о)

(5) Фиг. 1

Н иже будет показано, что эта величина характеризует влияние демп­
ф ирующ ей жидкости на колебательные характеристики зонда; поэтом у ее 
м ож но назвать коэффициентом демпфирования.

П одставляя выражения (3 ) — (5 ) в уравнения (1) или (2 ) , мы полу­
чим волновое уравнение для гармонических колебаний стерж ня в сле­
дую щ ем виде:

(РФ(х)  , о Л  + D  — DX — i(D +  DX +  X)
Со‘

dx2
2со2

1 +  У1 +  Х2
ф ( * )  =  0, ( 6)

где со — скорость распространения колебаний в недемпфированном 
(D  =  0 ) стержне, причем для продольных колебаний Ф (:г) =  и ( х )  и для 
крутильных колебаний Ф ( я )  =  ф( я) .  П остоянная распространения, соот-

55



встствующая этому уравнению, выражается следующим образом:

Г = ------  ГУ— 1 — 4- £>у +  У (1 +  у2П1 +  20 +  2D1) 4-
с0У1 +  У1 +  х2

+  H l  +  D - D x +  l ( l  +  xl) ( l  +  2D +  2D*), (?)
откуда легко получить выражения для скорости распространения и коэф­
фициента поглощения волны в стержне:

Со У1  +  у  1 + ■  X2

T/i +  D - D x  +  У( 1 +  х2) (1 +  2D +  2D2) ’

арУ— 1 -  D +  Рх  +  У(1 +  X2) (1 +  2Р +  Ш )

У - 1 + У 1  +  Х2

( 8)

(9)

Здесь а0 
стержне

коэффициент поглощения в недемпфированном (D =  0)

®У—1 +  У Н -х 2 ,п,ч

со у 1  +  У 1  +  х 2

Влияние изменения вязкости на скорость распространения волны в 
стержне, как видно из выражений (8) и (5), можно моделировать, изменяя 
частоту возбуждения, т. е. рассматривая дисперсию волн.

При малых D  и х  одинакового порядка малости выражения для скоро­
сти распространения и коэффициента поглощения упрощаются:

(8')

“ я  2с <D +  X)-
(9")

Часто удобнее пользоваться по коэффициентом поглощения, а безраз­
мерной величиной — добротностью Q, связанной с коэффициентом погло­
щения соотношением [3]:

со
2 а с '

Подставляя в формулу (10) выражения (8) и (9), получим

1 + Д - / > х +  У(1 +  х2)(1 +  20 +  2№)
V 2 ( 0  +  D X +  X)

Добротность недемпфированного стержня (D =  0) выражается так:

Qo =
i + yi + x2

2х
(1П

При малых D и % одинакового порядка малости из формулы (И) мы 
получаем приближенное выражение для добротпости:

1
D (11")



Зависимости скорости распространения колебаний, коэффициента погло­
щения и добротности от коэффициента демпфирования представлены гра­
фически на фиг. 2, 3, 4 соответственно. Используя соотношения (8), (9) 
и (11), можно по измеренной 
величине скорости распростра­
нения колебаний, коэффициен­
та поглощения или добротно­
сти определить коэффициент 
демпфирования D, а затем со­
гласно формуле (5), при извест­
ных параметрах h, р0, р, со — 
вязкость среды.

Относительная погрешность 
определения вязкости связана с 
относительной погрешностью 
измерения исходной величины 
А , соотношением:

^  “  .

\i А

Фиг. 3

W'

W

1о-4

Величина Na  показывает, 
во сколько раз относительная 
точность определения вязкости 
с помощью измерения величи­
ны А хуже относительной по­
грешности измерения самой ве­
личины А.

Зависимости Na  (D ) для раз ­
личных методов измерения вяз­
кости представлены в табл. 2.

Из таблицы можно заклю­
чить, что метод, основанный 
на измерении скорости, для 
уменьшения погрешности це­
лесообразно применять при 
больших коэффициентах демп­
фирования.

При определении вязкости 
через коэффициент поглоще­
ния величину коэффициента 
демпфирования следует выби-, 
рать в области D >  % / 1 — 
руководствуясь требованием до­
пустимой относительной по­
грешности Да /  а, т. к. величина 
ЛГ2  очень слабо зависит от D.

При использовании метода, 
основанного на измерении доб­
ротности, коэффициент демпфирования следует выбирать в области

ОЩ

10-

в г  ~ 

/ Ц —- X-W1

11 *=лгг

J t--w3

о ;’ 4 ь б 0
Фиг. 4

У х / 2 ( 1  +  %) < £ < Г Х /  1 + Х .

В заключение авторы выражают искреннюю благодарность JI. Д. Ро 
зенбергу за ряд сделанных им замечаний.
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Т а б л и ц а  2

Измеряемая
величина

Особенности функцпи 
JVA(I»

Скорость
распростра­

нения

4[1 + Z ) _ D X+  / ( 1 + х2) ( 1 + 2 „  +  2^) ]
Монотонно убывает 

ОТ оо до 4[ i  х + у т п ?  ,-1+Р- Ь  |_ f- i У 1 a y -1 + 2 D +  2Z»3J

Коэффициент
поглощения

A [ - i - D  +  DX + / ( 1  +  X2) (1 +  2D +  2Д3)] 2 < W a ( D ) < 4
если

»>*
- 1 +  2D

l + x l  +  +  2D -j-2D 2J

Добротность 2 У 1 +  2D +  2D3 (D + Dx +  x ) 
D V 1 +  X2

Имеет минимум 
в области

V  2(l'Vx)<Z><
< У *
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