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Решается аадача о распространении изгибных волн по бесконечному 
стержню с произвольной периодической сосредоточенпой нагрузкой. Дис- 
персионное уравнение анализируется в случае нулевой нагрузки к мо­
менту сил. Рассмотрены случаи массовой и упругой нагрузки к силе. 
Приводится дискретная модель однородного и нагруженного стержней.

Задача о распространении изгибных ноли по стержню с 'периодической 
сосредоточенной нагрузкой возникла в связи с исследованием вибраций 
некоторых практических конструкций и рассматривалась во (Многих рабо­
тах. Фогель [1 ], изучая линейные уравнения с периодическими коэффи­
циентами, получил дисперсионное уравнение для стержня с сосредоточен­
ными массами без учета их момента инерции. Более общее уравнение 
(с учетом момента инерции) было выведено матричным методом Кремером 
и Лейлихом [2], которые отметили наличие двух корней для постоянной 
распространения и привели дисперсионные кривые для стержня с массовой 
нагрузкой. Несколько позднее были получены более простые уравнения для 
высоких частот [3,4]. Был исследован также стержень, опертый в регуляр­
но расположенных точках [5]. Эти, полученные разными методами, резуль­
таты удобны для вычисления постоянной распространения конкретной 
периодической структуры. Однако их общее рассмотрение затруднительно 
нс столько из-за громоздкости, сколько из-за неудобства записи.

Ниже задача решается на основе метода, позволяющего получить общее 
дисперсионное уравнение в удобной для анализа форме. Метод состоит 
в следующем. Распространенно изгибной волны рассматривается как взаи­
модействие однородного стержня и нагрузки посредством сил и моментов 
сил реакции. При этом оказывается, что гармопическое движение однород­
ного стержня под действием этих сил и моментов, так же как и для на­
грузки, полностью определяется некоторой матрицей 2-го порядка. Иначе 
•говоря, стержень и нагрузка относительно сил и моментов сил реакции мо­
гут быть представлены в виде четырехполюсников, а дисиерсиоппым урав­
нением является уравнение для собственных частот соединения этих четы­
рехполюсников. Полученное уравнение подробно рассматривается в случае 
нулевой нагрузки для момента сил. С помощью приведенного далее графика 
можно легко определить характер распространения на любой частоте и 
приближенно начертить дисперсионную кривую .при произвольных пара­
метрах стержня и нагрузки. В работе приводится дискретная модель рас­
сматриваемой структуры, позволяющая объяснить .некоторые физические 
особенности задачи (наличие двух корней постоянной распространения, бес­
конечное число чередующихся полос пропускания и неиропускапия идр.).

Предполагается, что нагрузка на стержень сосредоточена в точках с 
координатами х  =  nd , п  =  0, ± 1 , =Ь2,. . . ,  расположена симметрично отно-
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сительно неитралыюи оси стержня и характеризуется комплексными жест­
костями для силы ZF =  F/ w ш для «момента Zm — М I а, где F  — сила, 
М — момент сил, w — смещение и а — угол попорота. Кромо того предпола­
гается, что в стержне нет потерь и нагрузка состоит из чисто реактивных 
элементов.

Пусть в бесконечном нагруженном таким образом стержне существует 
изгибяая волна некоторой частоты со. В силу теоремы Флоке смещения и 
углы -поворота стержня ib нагруженных точках связаны между собой соот­
ношениями:

w{nd) =  w( 0 ) e ^ nd, a (nd) =  <z(0)a*"<*, (1)

где р. — постоянная распространения волпы. Рассматривается установив­
шееся движение, и временной (множитель ехр ( —m t) здесь и ниже опус­
кается. Взаимодействие стержня с нагрузкой определяется силами и 
моментами сил реакции. Сумма этих сил и моментов в каждой нагружен­
ной точке должна быть равна нулю:

Fс (nd) +  Fu(nd) =  0, M0 {nd) +  Ma(nd) =  О, (2)

где F c и Мс действую т до стержень, FH и Ми — на нагрузку, и п пробегает 
все целью значения. В силу симметрии структуры для сил и моментов вы­
полняются аналогичные (1) соотношения. Существование в нагруженном 
стержне изгибной волны с постоянной распространения р эквивалентно вы­
нужденным колебаниям однородного стержня и нагрузки под действием 
сил и моментов сил реакции, т. е. воздействий вида

F (nd) =  F (  0)e ’>nd? М (тц  _  M (0 )e^ nd. (3)

Движение нагрузки полностью определяется ее жесткостями ZF и Zm :

F u (n d ) \ _ {  %f  О w  w (n d )

Mn(nd) )  \ 0  ZM )  \ a  (nd) (4)

Колебания однородного стержия-нри воздействии (3) могут быть представ­
лены .в таком же виде. Действительно, движение под действием силы F  и 
момента сил М, приложенных в точке х0, определяется формулой w (х ) =
—  F G (x/ xо) - f  MGx, ' ( x /х0), где G (x/ x0) —  (4S&3)_1[i exp (ik\x — хй\) —
— ехр (—к\х — ж0|)] — функция Грина однородного стержня, к волновое 
число и В — жесткость на изгиб. Колебание при воздействии (3) находятся 
отсюда по принципу суперпозиции. При х =  0 оно имеет вид

И 0 )\
а(0) )

где введены обозначения;

Yu Ya  \ (  Fc (0) 
Yu Y n )\ M c(0) (5)

oo

Yu =  У. G.(0/nd)ei»"d =
sin kd sh kd

CO
4Bk[i \ cos kd — cos pd ch kd — cos pd

oo

Yu =  — Y2i=  У>. Gx,'(Q/nd)e^nd = .
77 = — CO

1i sin pd
4В к2 \ cos kd — cos p d ch kd — cos p d )  ’

r 22=  S  G J L (0/ n d )e^ d =  ~
sin kd sh kd

n ~ — oo 4 В к \ cos kd — cos p d ch kd —- cos p d ,
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Умножая обо части равенства (5) на охр (щпд) и выражая силу Fc и мо­
мент сил М0 через смещение и угол поворота, получим для стержня реше­
ние, аналогичное формуле (4):

( 7 )
Fo(nd) \ /  ZaZtz \ /  w(nd)
Mc (nd) )  {  Z 21Z 22 Д  сAnd)

Величины Zik есть функции параметров стержня и постоянной распростра­
нения р. Подстановка выражений (4) и (7) в формулу (2) и учот того, что 
смещения и углы поворота стержня и нагрузки в местах их крепления 
одинаковы, приводит к однородной линейной системе двух уравнений с 
двумя неизвестными w(nd) и a(nd). Чтобы в рассматриваемой периодиче­
ской структуре существовала пзгибная волна, определитель этой системы 
должен быть равен нулю:

Z 12 +  %F Z j 2
Z2i Z 22 +  Zjvf

=  0,

или после преобразований
Л =  1 -(- Zj'Yи -f- Z мY22 +  Z j,*Za/A =  0, (8)

где

Y n Y n - Y a Y ^
1

8B2k!l
1 — cos/cd-ch kd

(cos kd — cos [id) (cli kd — cos p.d)

Уравнение (8) дает зависимость .постоянной распространения от волно­
вого числа однородного стержня pt (/с), т. е. является искомым дисперсион­
ным уравнением. эо сю

Величина 7ц  —  2  G(0/nd) exp (tprad) =  2  G (nd/0) exp (— i\xnd)
7 1 = — 0 0  П = - О С

есть дискретное преобразование Фурье от функции Грина однородного 
стержня и имеет размерность податливости. Она представляет собой отно­
шение смещения к силе в точках х =  nd при воздействии (3). Тот факт, 
что она не зависит от числа п, есть следствие теоремы Флоке (см. формулы 
(1) и (3 )). Это относится и к величинам У12, У21 и У22. Они определяются 
как дискретные преобразования Фурье от производных функций Грина —• 
и «вместе с Уц составляют матрицу податливостей относительно -воздей­
ствий (3).

Уравнение (8) — квадратное относительно cos pd. Г1рп любых нагруз­
ках Z/.' и Z m в структуре существует две волны частоты со с разными 
постоянными распространения pi и рг. При Zf =  Zm =  0 уравнение при­
водит к соотношениям для однородного стержня cos pid =  cos kd и 
cos pad =  ch kd. Неоднозначная .зависимость p(w) наблюдается и в дискрет­
ных решетках, состоящих из частиц, взаимодействующих по определен­
ному закону (см. [б] гл. 3 ). Для одномерной цепочки, в которой взаимо­
действуют только смежные частицы, эта зависимость однозначна. Если 
каждая частица взаимодействует с  2гг ближайшими соседними, она будет 
w-значной. Чтобы такая цепочка была моделью стержня, нужно чтобы 
каждая частица взаимодействовала с четырьмя соседними. В самом дело 
пусть расстояние между соседними частицами одинаково и равно I. Тогда, 
если хт — смещение т-той частицы и смежные частицы отталкиваются с 
силой — 4х (хт + 1 — хт ) , а «вторые соседи» притягиваются с силой 
у, (х т+2 — хт ) , дисперсионное уравнение такой цепочки будет тю2 =  
=  4х(1 — cos kl)\  где т — масса частицы, к — постоянная распростране­
ния и х >  0. Для больших длин волн Ы < <1. Это уравнение дает 
(о =  (х1А/т)№, что совпадает с  дисперсионным уравнением однородного 
стержня. Величина т /1 здесь соответствует линейной плотности, xZ3 — из- 
гибпой жесткости стержня В. Указанный вид взаимодействия в цепочке 
приводит, таким образом, к известному факту, что в однородном стержне
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па одной частоте могут существовать две волны с действительным и мни­
мым значениями волнового числа. Используя эти результаты, можно по­
строить дискретную -модель стержня с  периодической нагрузкой. Положим 
для простоты, что в точках х  =  nd стержень нагружен массами М и что 
ZM =  0. Отрезок стержня длиной d моделируется с помощью N  частиц мас­
сы т I N , отстоящих друг от друга на расстоянии I =  d ) N. Эти частицы 
взаимодействуют между собой и с нагрузками но тому же «изгибному» за­
кону, что и в модели для однородного стержни. Поэтому двузначная зави­

симость р((о) сохраняется, но обратная зависимость со (|х) становится 
Л-злачной. Первая ветвь кривой этой зависимости является акустической, 
остальные — оптическими (см. [6 ], тл. 4). Для низких частот достаточно 
положить I =  d и считать, что масса т отрезка стержня сосредоточена в 
нагруженной точке. Это модель однородного стержня с  лилейной плот­
ностью (М -f- т) / d. Другими словами, стержень с массами на низких ча­
стотах можно заменять более тяжелым однородным. Оптических ветвей 
в этом случае нет.

Чтобы модель была верной на высоких частотах, число частиц N должно 
быть таким, чтобы выполнялось неравенство k l< ^  1. При переходе к пре­
делу N  оо число оптических ветвей стремится к бесконечности. Это 
объясняет существование в стержне с периодической массовой нагрузкой 
бесконечного числа чередующихся полос пропускания и непропускания 
(см. ниже). Можно показать, что к подобным результатам приводит и мо­
дель стержня с произволиной сосредоточенной нагрузкой.

Рассмотрим подробнее дисперсионное уравнение (8) в частном случае 
нулевой нагрузки для момента сил ZM =  0:

sin kd 
cos kd — cos

sh kd
\x.d ch kd — cos \id + —  =  0.

Z f

Это уравнение, если его лалисать в виде квадратного трехчлена относи­
тельно cos [id, совпадает с уравнением, полученным в работе [1 ]. Однако
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исследовать его удобнее в записи (9). Постоянная распространения р может 
принимать действительные, .комплексные и мнимые значения. На плоско­
сти, где но осям отложены безразмерные величины kd и —4Вк3 / ZF, 
каждому типу р соответствуют определенные области (см. фигуру). Гра­
ницами между областями являются кривые (9), для которых cos [id =  ± 1 :

и их асимптоты kd —  пп, п =  0, 1, 2 , . . .  На фигуре эти кривые отмечены 
числами 0 и л. Между ними расположены области пропускания, т. е. обла­
сти, в которых одно из значений р действительно: |cos \id\ <  1. В этих 
областях проходят кривые для различных действительных значений р. Тон­
кие линии на фигуре соответствуют \id =  п/ 3, л /2 , 2 л /  3, штрихпупктир- 
ные кривые — это огибающие линий уровня р. Они также являются гра­
ничными. Уравнения огибающих

АВк3 (Узт /cd ±  fsh kd)2 ^
Zf cos kd — ch kd

находятся из системы двух уравнений Л =  0 и <9A/<9(cos pd) —  0 после 
исключения из них cos \icl. На фигуре буквами а, (3, у и б указано, какие 
типы волн могут существовать в той или иной области, причем а соответ­
ствует распространяющейся волне ехр (i^nd), (3 — неоднородной
ехр (—- рргй), у — волне типа (— 1)п(— \i\nd) и б — затухающей волне 
охр (— pi i\i2)nd, где pi и р2 положительны. Например, а|3 означает, что
в данной области могут возникнуть лишь два типа волн — распространяю­
щаяся exp (i\i2nd) и неоднородная ехр (— pind). Конкретному значению 
нагрузки ZF на фигуре соответствует некоторая кривая — АВк3 / ZF =  
=  j (k d )y проходящая через различные области и пересекающая уровни 
действительных значений р. Начертив эту кривую, можно качественно 
определить характер распространения в любом частотном диапазоне и по­
строить приближенную дисперсионную кривую р(/с). Для получения точ­
ных результатов следует обращаться непосредственно к уравнению (9).

Пусть нагрузкой является сосредоточенная масса М. Тогда ZF =  — coW 
и —АВк3 /ZF =  Am /  Mkdy где т — масса отрезка стержня длиной d. Эта 
кривая для Ат/ М =  л. обозначена на фигуре буквой а. Она начинается в 
области пропускания. На низких частотах могут существовать две волны 
ехр (— pi nd) и ехр (i^nd). Затем распространяющаяся становится неодно­
родной (— 1)п ехр (— рг^й). Это полоса непропускапия. При дальнейшем 
повышении частоты следуют чередующиеся полосы пропускания и нспро- 
пускания. Левые границы полос пропускания kd —  пп являются собствен­
ными частотами опертого стержня длиной d\ на этих частотах массы М 
неподвижны. Правые границы представляют собой решения уравнений 
(10). Первое соответствует собственным частотам отрезка стержня длиной 
d я  массой М  в середине и с граничными условиями a =  w "r =  0 на кон­
цах [7]. Все нагрузки движутся в фазе. Решениями второго уравнения (10) 
являются собственные частоты такого же отрезка стержня, но опертого по 
краям. Соседние нагрузки колеблются в противофазе. Кривая р(/с) для мас­
совой нагрузки аналогична дисперсионной кривой электрической липли, 
нагруженной индуктивностями ([6 ],гл . 10) с той разницей, что для линии 
полосы пропускания с увеличением частоты сужаются и исчезают, тогда 
как для стержня их ширина стремится к конечному пределу.

Для упругой нагрузки Z F =  С и —ABk?/ZF =  — (АВ /Сd3) (kd)3. Ей на 
фигуре соответствует пунктирная кривая Ь  для которой АВ / Cd3 =  0,04. На 
низких частотах (k d <̂  1) конструкция ведет себя как балка па сплошном 
упругом основании, и оба корня pi и \хч комплексны (область бб). При по­
вышении частоты комплексные корни переходят в два действительных 
(aa). На границе областей бб и aa, -т. е. при пересечении кривой Ьи огибаю­
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щей щ и \х2 — действительны и одинаковы. Обе волны распространяются 
с одинаковыми фазовыми скоростями. Групповые скорости, однако, различ­
ны. Характерной особенностью области cm является то, что для одной вол­
ны знаки фазовой и групповой скоростей совпадают, для другой они про­
тивоположны. При дальнейшем повышении частоты следуют чередующиеся 
полосы пропускания и «©пропускания. Полосы непропускания су­
жаются и пропадают, т. к. на высоких частотах упругие нагрузки оказы­
вают незначительное влияние на 'Колебания стержня. Как л  для массовой 
нагрузки, границы полос определяются из уравнений (10) и (11). Диспер­
сионная кривая стержня с периодической упругой нагрузкой аналогична 
дисперсионной кривой длинной электрической линии, периодически нагру­
женной емкостями [G], и отличается от нес тем, что в области аа имеет две 
ветви.

В заключение отметим, что подобным же образом можно проводить ис­
следование общего уравнения (8):

(1  +  Z p Y a )  (1  +  Z m Y 2 2 )  —  Z y Z M Y  12 Г 21 =  0 . ( 8 ')

Для этого в безразмерном пространстве (kd, —4Вк3 / ZFy —АВк /  ZM) про­
водятся граничные .поверхности cos [id =  ± 1 .  Последний член в уравнении
(8) обращается в нуль, т. к. при \id =  пп V i2 =  Y2 —  0, и уравнения этих 
поверхностей будут 1 +  ZpYu =  0 и 1 +  ZMY22 =  0. Это цилиндрические 
поверхности, параллельные осям —4 Вк3 / ZF и —АВк /  ZM. Вместе с оги­
бающими поверхностей уровня ц они разбивают все пространство на обла­
сти различных типов ц. Нагрузке Zp и Zm соответствует кривая в простран­
стве, проходящая через эти области и пересекающая поверхности уровней 
ц. Таким образом «можно качественно определить характер распростране­
ния для произвольной нагрузки.

Авторы пользуются случаем выразить благодарность А. В. Римскому- 
Корсакову и М. Д. Генкину за постоянное внимание к работе.
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