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Рассматривается двумерная задача дифракции плоской гармониче­
ской волны в жидком клине произвольного угла раствора, к одной из 
граней которого прилегает другой жидкий клин с углом раствора крат­
ным л /2. Оба клина имеют общее ребро и характеризуются различными 
акустическими параметрами. Акустическое давление в каждом клипе 
представлено интегралом Зоммерфельда и задача дифракции сведена 
к нахождению трансформант Зоммерфельда. Для последних иссле­
дуется система функциональных уравнений. Предложен метод решения 
системы, основанный на некотором обобщении преобразования Лапласа.
Этим же методом найдены решения функциональных уравнений, 
соответствующих дифракции в клипе, к обеим граням которого прилегают 
клинья с углом раствора кратным л /2, в жидком клине, лежащем па 
упругом полупространстве, а также когда четыре прямоугольных клина 
соприкасаются гранями и имеют одно общее ребро.

Задача дифракции в клине с идеальными гранями была решена Зом- 
мерфельдом [1 ]. Малюжинцем [2—4) был предложен и развит метод ре­
шения задач дифракции в угловых областях, применимый к клину произ­
вольного раствора с идеальными и импедаицными гранями, к секториаль- 
иым средам, представляющим систему клиньев с одним общим ребром и 
общими гранями, к упругим клиньям. Этот метод основан на представ­
лении ноля в угловой области интегралом Зоммерфельда и сводит задачу 
дифракции к функциональным уравнениям для подынтегральных функ­
ции. Решения функциональных уравнений были получены во многих ин­
тересных случаях. Однако для ряда задач, в частности, для секториальных 
сред, составленных из клиньев с разными скоростями звука, уравнения не 
были решены. Переменные коэффициенты, фигурирующие в уравнениях 
в этом случае, затрудняют использование известных методов и интеграль­
ных преобразований типа Фурье, Лапласа для нахождения решения урав­
нений. Это обстоятельство препятствовало выяснению многих принципи­
альных вопросов дифракции волн в секториальных средах и в соприка­
сающихся угловых областях. В настоящей работе предлагается метод ре­
шения функциональных уравнений для задач дифракции в соприкасаю­
щихся угловых областях, заполненных жидкой или твердой средой [5]. 
При этом, под соприкасающимися угловыми областями подразумеваем си­
стему клиньев, имеющих одно общее ребро и общие внутренние грани. 
На внешних гранях будем считать заданными однородные красные усло­
вия типа Дирихле, Неймана.

Одной из задач такого типа является следующая. Рассмотрим в ци­
линдрической систоме координат г, О, z такой случай волнового движения, 
когда звуковое давление гармонически (е~ш ) зависит от времени и не 
зависит от координаты z. Рассмотрим две однородные среды с плотностью 
р, р,(р =  т р,) и скоростью звука с, с\(с =  пс\)у заполняющие соответ­
ственно два клипа с углами раствора Ф, Ф\: 0 ^  О ^  Ф; —Ф 1 ^  й ^  0.
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Акустические давления р , pi в клиньях, удовлетворяющие волновым урав­

нениям (A +  A2)p  =  0, (Д +  й2/12)р| =  0(А; =  — , Д =  г-^ -) +
I д* с г дг\ дг)

Н— двумерный оператор Лапласа в цилиндрической системе коор-Г 2

динат) представим интегралами Зоммерфеяьда:
1 гр —  ——  \ e~ihr c°s(»-a)s (а ) da; (О 

2 ni •'
■&< Ф );

Pi
1 (*=  — — \ e~iknr co s (» -a )S l (а ) й а ;  ( — ф  <  ft

2яг 0 ) ; ( 1)

где у — зоммерфельдовскип контур интегрирования по плоскости 
a =  Re a +  П ш  а (фиг. 1). В качестве падающей волны выберем плос­

кую волну единичной амплитуды 
ро =  e~ihr cos падающую из бес­
конечности (г =  оо) иа ребро (г =  
=  0) клипа (р, с , Ф) под углом Фо <  
<  Ф к общей грани клиньев =  0. 
На общей грани клиньев при 0  =  0

\
\

\

Фиг. 2

давление и нормальная скорость считаются непрерывными. Внешние гра­
ни при О =  Ф, 0' =  — Ф4 предполагаются свободными, и на них давление 
должно обращаться в нуль.

Приведем некоторые необходимые для решения поставленной задачи 
свойства интеграла Зоммерфельда:

р ( р ) =  2^ $ e_ipC0S“s (a )d a - ( 2)

где s\(и) — некоторая функция достаточно общего класса [2 ], у  — контур 
интегрирования (фиг. 1). Из симметрии контура у  относительно преобра­
зования а->— а следует, что интеграл (12) обращается в нуль для чет­
ной функции s (a ), т. е. когда s(a ) =  s ( —а). Произведя замену перемен­
ной интегрирования a — >  5 (a ), где

5(a) =  arc cos
cos a

n
<%(<*)

da
- =  x (a ) =

sin a
У?г2 — cos2 a

(3)

имеем
4 л — i— v u o  ij,

p(p) =  -^—  n T (a)sK (a) ]da ,
— i ~  cos a

(4)
П
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где уп — некоторый новый контур интегрирования, который может быть 
деформирован в у [2 ]. Точки ветвления =  =barc cos п ±  In (I =  О,
1, . . . )  многозначной функции arc cos , соединим попарно разрезами и
в качестве £ (а) выберем ту ветвь функции, для которой имеют место со­
отношения [2]:

£ (—а ) = —£ (а ); £(а +  я) =  £ ( а ) + я ;  т (а .+  я ) =  т (о ) ;
т ( — а )  =  т ( а ) .  ( 5 )

Таким образом можно считать, что
- i  — COS а

е п {X [s(a )]} da, 
V

где 7. — унифицирующий оператор, позволяющий приводить интегралы 
Зоммерфельда с разными ядрами к интегралу с одним ядром [2J. Действие 
X на функцию s(a ) состоит в образовании выражения

M s (ct)l =  т (а )« [£ (а ) ] .  (7)
Наконец, для интеграла

2шр(р, D) =   ̂ e~ipcosa-5(a +  =  \ cos &-<*>)$(а ) da =
v (v+fr)

=   ̂e-ip C0S(°^“ )s (a) da ( 8)

(контур (у  +  'в) может быть непрерывно деформирован в контур у [2 ]) 
справедливы следующие соотношения:

2 ш др(р, •&)’ 
др

=  —t \ е-*рcos “  cos as (a +  й) da-,

2 m, дР (P. * )
dft — —ip \ e -i3’ cosasinas(a  +  'fl’)^o

Воспользовавшись приведенными выше свойствами интеграла Зоммер­
фельда, получим, что для выполнения перечисленных условий задачи 
функции s (a  +  Ф ), 5i(a — Ф 1 ), s {а ) — /ф у  (a ) ] ;  s in as(a ) — 
— 77i>w[sin a s] должны быть четными по а. Из этого следует, что 5(a), 
si (а) должны удовлетворять системе функциональных уравнений:

s(a  +  Ф) = s ( —a +  Ф ); $i(a — Ф\) =  s i(—а — Ф*),
( 10)

s(a) — s (—a) = - t f ( a ) { s 1[S(ct)] — s ,[—£ (a ) ] } ;  s (a ) +  s ( —a) =
=  ^ {s i [g (a ) ]  +  s i[—S (a )]} .

Задание падающей волны соответствует наличию у функции s(a ) по- 
люса при a =  Do в полосе 0 <  Im a <  Ф с. единично]! главной частью
[2]. Функциональные уравнения (10) являются частным случаем систе­
мы функциональных уравнений для секториальиых сред, полученных в 
работе [2].

Введем преобразования и обозначения, используемые в дальнейшем 
для решения системы функциональных уравнений (10). Рассмотрим пред­
ставление

Г"*
со

« ( « ) = $  «(a, p)e-«l><Zp (a(a)==<(a, Р )), (И )
—  00
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которое является обобщением двухстороннего .интеграла Лапласа [6 ] и 
представляет функцию одного аргумента о (а) через функцию двух аргу­
ментов. t (а, р). Если £ (а, Р) не зависит от а, то данное представление пе­
реходит в двусторонний интеграл Лапласа. В том случае, когда в полосе 
а < 1 т а < а + Ф  (а ,ф  =  const) фупкцпя а.(а) имеет полюс в точке 
а =  ’б’о с единичной главной частью, то

со
<т(а +  Ф ) =  J [«(а +  Ф, р )+ еР »"]е -“ 3-фМр.

• * / Л

(Щ
—ОО

Второй член в квадратных скобках соответствует полюсу функции в точ­
ке а =  йо. Формула (12) имеет аналог в 'теории интеграла Лапласа 
(Фурье) и может быть доказана методом, подобным использованному в. 
работе [2 ].

Удобство представления (1) состоит в том., что в некоторых задачах 
функцию t { а, р) можно, не вступая в противоречия с условиями задачи, 
считать периодической по аргументу а, в то время как функция сг (а) не 
является периодической. Например, если о (а) удовлетворяет функцио­
нальному уравнению ■

: о (а ) =  д (а )а (а  +  Ф) + / ( « ) ,  (13)

где g (а) =  0 ( а - f  я ) — периодическая функция с периодом я и f(a)  
представима в виде

оо
/(а )  =  F (p)e-«P dp; Ф =  const. (14)

—оо

Достаточным условием того, чтобы 5 (a ) в левой части представления 
5 (a ) == Т ( a, р) обращалась в пуль, является обращение в пуль для любых 
a, р функций 7* (а, Р). Тогда, воспользовавшись представлением о  (а) == 
=  й(а, р), получим для й(а, Р) уравнение:

t ( a, Р) =  q (a )er*H (a  +  Ф, Р) +  F (Р). (15)
Решение этого уравнения можно записать в виде

*(о, р) = F ( p ) M g(a)e- < n о б )
где

ОО

и [ р ( а ) ]  =  1 + У . Т \ р ( а  +  уФ) ( Р  (а) =  q (а) е- W ) . (17)
к= 0  v= 0

Поскольку q ( а) =  д(а  +  зх), функция 1(a) = 1 < Ф[р (а )]  является пе­
риодической с периодом я. В частных случаях, предполагая, что ряд (17). 
сходится, имеем _

1
Ьл[р(а)] =

L  m[p(a)] =

1 — Р (о) ’

1 + Е П р ( «  +  ^u= 0  v= 0  4 *

(18)

1 -1  /

1 — П  р ( « ч-
v=Q

Л
mv

~ Т

П  <“ >

Функция t ( a, Р) пмеет также период я по аргументу а, т. е. такой же, 
как коэффициент g(a ) в исходном уравнении (13). Это обстоятельство 
позволяет использовать представление о (a) = t (  a, Р) при решении функ­
циональных уравнений с периодическими коэффициентами достаточно об­

4* 195



щего вида и находить решения некоторых задан дифракции в клиновид­
ных областях.

Возвращаясь к системе функциональных уравнений (10), используем 
для s (a) ,  si(a) представления: s(.a) =  * ( « ,§ ) ,  s i[£ (a )] === Zi(a, р) и бу­

дем считать, что Ф 1 =  -^Z (Z =  1, 2, 3 ). (Продолжая представление
2л

а (а) ф  *(а, р) за полюс a =  Оо, получим
оо

s(a  +  Ф) =  J [t(a +  Ф, Р) +  ерв°] dр. (20)
—ОО

Так как т (а ) =  х(а  - f  л ), то функции Z(a, р), Zi(a, Р) имеют по а период, 
равный я. Учитывая это обстоятельство, получим для Z(a, р), Zi'(a, Р) си­
стему неоднородных функциональных уравнений:

[«(а  +  Ф, Р) +  еР Ч *-фр =  [ i ( —а +  Ф, - р ) '  +
ti(a ,P ) = М - а ,  - Р ) е - 2®‘»,

Ца, р) — t ( —а, — р) = T (a ) [Z i (a ,  р) — *i(— а, — Р)];

Z(a, р) +  t ( —a, —Р) =  m [l{а, р) +  h ( — а, — Р)],

откуда

Z(a, р) =  [*(о +  2Ф, р )е -2фР +  2е-фРаЬр(й0 - Ф ) ]
т — t (a )tb ^ iP  
т +  x (a )th ® ip

( 22)

Решение последнего уравнения может быть написано в виде

« ( . ,  в = 2*ф»вь«>о -  ф > р { ц . - »  ”  ~  ]  - » } •  <2з>

Если, например Ф =  =  л /  2, то

2 slip fdo — y )  [ “ c b y  Р — - t (a ) s h y p j  
f(a ,p ) =  •------- 7— — , ^  -̂------------------- • (24)[/n +  T (a)]shnp

Интегрируя (24), имеем

s ( a ) =  $ Z (a ,p )e -“ 0dp =

=  2
со s h p ( o 0 — -^ )

—со

0 sh лр [сЪ Р ( у  +  а ) +
т — т(а )

COS до

т +  т(а ) 
т — т (а ) cos д 0

c h p f a - - ^ ) ]  dp =

sin а — sin до тп +  т (a) sin а +  sin до
(25)

Полюса функции s (а ), расположенные в полосе — я <С a <  я при
. ? . m—х (до) \

a =  ± д о  \с главной частью соответственно 1 и тп+х^бо) / и ПРИ

a =  ± ( д  — до) ( с главными частями 1 , )»позволяют вычислить
интеграл Зоммерфельда (1) и получить поле в клине (0, я /2 )  в виде 
суммы четырех плоских волн. Цилиндрическая волна, излучаемая ребром 
клина, в этом случае отсутствует. Аналогичным образом для рассматри­
ваемого случая может быть получена функция $i(a), определяющая поле
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в клине (0, —л /  2)

* [« “ » = Т О Т п £ с т 5 г  (2в>
Если предположить, что на грани i) =  я  /  2 (ф  =  я / 2) давление рав­

но нулю, а на грани Ф =  — л /2 «  (Ф! =  л /2 )  — нормальная скорость об­
ращается в нуль, то, действуя подобным же образом, мы придем к следую­
щим выражениям:

. Г flyr+a , . Г й о  +  а — л
Sin I ------------ (л — t2) I Sill I -----------------(я — h)

У---------- ---------------т----------+  Y--------s ( a )  = si п (2

л

+

. Гs m -------L я

sm (,fl'o— а)
flo +  а . . 1  . Г  

(л — i2)J sml
—1---- I----------

sin (<Ь +  а) 
(#о ~  а — я) (я—f2) j

+

я
sin (-fro +  а)

' А
«•

рг=в '  рг,сг,рг P t ° 'Р  V
Рз=° Рз< сз> Рз Ри С]> P i

*
Фиг. 3

sin('&o— а)
т — г  (а)

(27)

где V =
т т (а ) ’ 

cos t2 =  у (0 <  t2 ^  я ) .

Фиг. 4

Рассмотрим три соприкасающихся клина. Предположим, что к граням 
О =  Ф, #  =  0 клипа с углом раствора Ф и акустическими параметрами 
р, с прилегают соответственно два клина с углами растворов 
ф2(ф  ^  'О' ^  Ф +  Ф2) ; ® i ( —Oi ^  0 ^  0) и акустическими параметра­
ми р2, с2(р =  ^ ip 2, с —  riiC2), piCi(р =  три с =  псi) (фиг. 2). Внешние 
грани ■& =  Ф +  Ф2, О =  —ФА предполагаем свободнымп. В клине 
0 <  Ф предполагаем заданной приходящую из бесконечности иод 
углом й’о волну единичной амплитуды.

Используем излагаемый метод для нахождения трансформант s (а), 
si (а), s2( а) интегралов Зоммерфельда, когда давление в каждом клине 
представлено в виде

р =  С e-ikr cos w-a)s (a ) da; pi =  -^~г \ e~ikrn cos (a) da;
2 ni J 2 ni

P2 =  ——  \ e- ihn'r cos(<i-a) <?2 (a ) da. 
2л£ J

(28)

Пользуясь свойствами интеграла Зоммерфельда, получим для функций 
s (a ), 5 i(a ), s2(а) систему шести функциональных уравнений, соответст­
вующих шести условиям на гранях (непрерывность давления и нормаль­
ной скорости на двух внутренних гранях и равенство нулю давления на 
двух внешних гранях):

s2(a +  Ф +  Ф2) =  s2 ( —a +  Ф +  Ф ?); 
s (a  +  Ф) — s (—a  +  Ф) = T ( e ) { * j R , ( a )  +  Ф] -  * а [ -Ь (« 0  +  Ф ]}; 
s (a  +  Ф ) +  s ( —a  +  Ф) =  w {s2[£i(a) +  Ф ] +  s2[ —£2(a) +  Ф ]} ;  

s{  a) — s ( —a) = T (a ) { s j [S (a ) ]  — « i [—S(«) ] } ;
(29)
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s(a ) +  s( —a) =  w {s ,l£ (a )]  +  s i[—£(u)J}; $i( a — Ф 1) =  s ,(—a — O j),
. . • cos a , 4 sin a

где £(a) =  arc cos------- ; t ( u) =

£t(a) =  arc cos

n
cos a

T , ( a )  =

У n2 — cos2 a 
sin a

wi У^ !2 — cos2 a
причем £t(a +  n) =  £i(a) +  я; ?i( —a) =  — £i(a)_; Ti(a +  tt) = T i ( a ) ;  
Ti(—a) =  п (а ) .  •••

Перейдем к представлениям: s ( a) =  t ( a, p ) ; s i[£ (a )] =  (a, P );
$2 [&i(a) +  Ф] 4= t2 (a, p). Ограничиваясь углами раствора Ф1? ф 2 кратны­
ми я / 2  и используя периодичность коэффициентов т ( а ) г %\ (а) в системе 
(29) и соответствующую ей периодичность по аргументу а трансформант 
t (a, Р), t { (a, Р), £2 (a, Р), получим для последних функциональные уравне­
ния:

fc(a, Р) =  -Р )е2Ф-’Р; ^(a, р) =  *i(—сц -p)<r“ »*;
[«(а  +  Ф )р) +  в«*]<Г** -  [ / ( - а  +  <Pi -  р) +  е ~ ^ \ е ^  =

=  Tt(a) [ У  а, р) — fe(—а, — Р )];
(30)

[ * (а + Ф ,  р) + е а д ]е -ф|5+  [ < ( - а  +  Ф, - р )  +  е-<М>]е®Э =

=  mi[fe(a, р) +  к ( — а, — Р) J;

*(а, р) — *(—а, — Ф) = t ( a )  B i(a, Р) — *i(—а, — Р)Х;
Ч а ,р ) + Д а ,Р )  = i » B , ( o , p )  + М - а , Р ) ] .

Из системы (30) простыми алгебраическими преобразованиями приходим 
к уравнению .

t (« ,  6) =  Ца  +  2Ф ,6 ) ■» +  ̂ ( «  —  »Р)*ЬФ .Р  . ” ■ +  *■(«■~ Ф )й Ф ,Р

, 2 еФР [ti(a  — Ф )сЬ р (1% — Ф) th Ф2р — rnij sb р(О0 — Ф )] ^  .
rai — Ti(a — Ф )Ш Ф 1Р !

т; т  +  т(а  — 20)th0iP
X *га — т (а  — 2Ф)Ш Ф4р (31)

В случае произвольного значения Ф решение последнего уравнения может 
быть найдено методом, аналогичным методу решения уравнения (6) . Если 
Ф кратно я /2 ,  то с учетом периодичности функции ft(a, Р) (Z(a +  я, Р) =  
=  l(a,  Р)) решение уравнения (31) находится элементарно и легко оп­
ределяется соответствующая ему трансформанта интеграла Зоммерфельда 
s (a ). Не останавливаясь на деталях этого примера, рассмотрим более 
сложный случай.

Рассмотрим четыре прямоугольных клипа, заполняющих все простран­
ство 0 ^  ^  2 я, граничащих друг с другом вдоль граней О =  0 , •& =  я / 2 ,
•й =  —я / 2  и имеющих две свободные грани при й =  я, О =  —я (фиг. 3).
Клин 0 ^  д  С  y  будем характеризовать акустическими параметрами р,
с, клин —я / 2  ^  О ^  0  — параметрами pi, c i(c  =  пси р =  rapi), клин 
я /  2  ^  О ^  я — параметрами р2) с2(с =  тг2с2> р =  га2р2) и клин —я ^  
^  'в ^  —я /  2 — параметрами рз, сз(с =*гг3с3> р =  га3р3). Представим 
поле в каждом клине интегралом Зоммерфельда:

р =  -7Г—-7  \ e -ffercos^“a)5(a)da, (  0  <  О <  ;
2.711 J  \ и  /
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( 32)

pi = ----- ( e~iknr C0S<0- “>si((7,Wa
2 ni J

P2

( -
Я

ft < 0

Рз

=  — (  e - i/ln2r cos (O -eW a) da f  ^  ^  я

=  " t JJ е ~ ' кПзГ C0S^ - ^ s 3 ( a ) d a  (—я ̂  0 ̂ ---^

Удовлетворяя условиям на границах, получим для трансформант интегра­
лов Зоммерфельда систему восьми функциональных уравнений:

»2(а +  л ) =  s2(—a +  я); s ( a +  y )  ~  s( ~ a +  ^-) =

=  "ft (a) |s2 ^г(а) +  —J — S2^— +
(

6 ( a +  _f )  +  S( _ °  +  ^ )  =  m2{ S2 [k (a )  +  -| ] + S2[ ~ 'k ( “ ) +  2 ] }  '•

s (a )— s (—a) =  t (a )  (si[S(a)] — Sj [~ 4 (a ) ] } ;  

s (a )— s (—a) =  m {ft t£(a)]+ «i[—£(<*)]}; (33)

Sl( a - |')~-S i( _ a _ ^ )  =  T3(a) { S3[ ^ (a)“ l ] _S3'[_S3(a)_ l ] } ’

S l ( a _ f  )  +  Si )  =  т з { 5з [ С з ( а ) - - 2 ]  +  « з [ - ? з ( а ) - - | Л ;

53(a — я) =  6-3(—а — я),
г д е  .

cos a cos a sin a sin a£2 — arcoos------ ; £3 =  arccos--------; T2 =  -7 ===; %ъ =
n2 Пз — cos2 а У̂ з2 — cos2 а

■ (34)
Используем для s (а ), Si(а), S2 (a ), s3(a) представления:

<х> со

s ( a ) =  J t(a, р)е-“Мр, ft[£(a)] =  $ P)e-»rfp,
"СО — СО

09
* * [ ь ( « )  +  £ ]  =  5 *2( a  +  f ’ p ) e -* P d p ;

-------ОО

СО

ft{b[S(O) +  -“ ] }  =  S t3(a, Р)е-Ч»dp.
------OO

(35)

Считая, что в клине (0, я /  2) падает под углом 1% из бесконечности 
(г =  оо) на ребро (г =  0) плоская волна единичной амплитуды и продол­
жая представление для 5(a) через полюс a =  # 0, получим для 5(а +  я / 2) 
представление:

— эо

- а р -  * . Р
dp. (36)
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Так как функции £д(а), ?з(а ), т2(а ), т3(а) обладают такими же свойства­
ми, как £ (а ), т (а ), то, считая все трансформанты ^(а, р) — г3(а, Р) перио­
дическими по аргументу а с периодом, равным я, приходим к следующей 
системе неоднородных алгебраических уравнений для t (а, р) — t3 (a, р ):

Р
г2(а ,р ) =  «2( - а , - р ) е лР;[<(а, р )+ е ^ Р ]е  2 _

— [Ц—а, — Р) +  е -в»Р]е 2 =  т2( а +  у ) [* 2(«. Р)— гг(—а, —Р)];

— Е р — Р
fi(a ,p )+e**]e  2 +[<(-о , - р ) +  <г**\е 2 =

=  m2[t2(a, p) +  i2( — а, — р)];

Ца, р) — t(—а, — р) =  т(а.)[*1(а, р )— f .(—а, —р)]; 
t(a, р )+  t ( — а, —р) =  m[ti{а, р) +  h (—а, —р)];

Ь(а, р )—  t{(—а, — р )е -лР =  т 3^ ( а ) + ^ ]  [«3(а, Р) —  ts(—а, — Р )е -"»];

*i(a, p ) +  # i ( — а, — р)е*Р =  m#[t*(a, р ) +  « з ( — а, —  р)в-*»];
fe (a ,p )= f3( - a , - p ) e - 2l’P. (37)

Решение системы (37) имеет вид

t (а, Р) =  [(т2 — т2) sh d0p -f  (t2 -f  т2) sh (d0 — я) р] X

X [т (т 3 -|- т3) ch яр +  тп (m3 — ?3) +  т (тге3 +  т3) sh яР];

t х(о, р) =
2е- f '

D

h  («, Р) =
2еТ *

£

^(т2 — m2) sh flop — (*2 +  ^ 2) sh ('do — ax) pj X 

X |̂ m3 ch у  P — T3 sh у  p ] ;

[//г sh d0P (?/г3 ch яр - f  т 3 ch яр - f  m3 —  T3) +

тг sh яр ch dop (m3 +  T3)];
(38)

/±(У~ nfi _ _
*3 (а. P) =  — jj— [(t2 — пг2) sh d0p — (т2 +  «г2) sh (d0 — я) P];

где

т2 =  т2 (a +  у ) ; т3 =  t3[ s (a) +  у  ;

m; (a) =  ( m  +  t )  ( m 2 + t 2) ( r n 3 - f  T3); (39)
2  m X s  2 t t 2Z> =  w sh яР (ch яр +  А); A  =  1 —

(»г +  т ) (лг3 +  To) ( w  +  т )(m 2 +  T2)

Для вычисления трансформант s(a ) — 53(a) интеграла Зоммерфельда, 
.согласно формулам (35), нам потребуется табличный интеграл [7]

со

' ( . « ) =  h
sh ах dx 1

•’^sh пх (ch ях  +  А ) (1 — А 2) sin ^ sin а X
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где A =  —cos t2. Интеграл сходится при A  >  0, |Re a\ <  2л. Выражение 
в правой части равенства (40) реализует аналитическое продолжение ин­
теграла на все значения ау А. В дальнейшем под 1(a) мы будем подразу­
мевать правую часть равенства (40). Тогда можно получить следующие 
окончательные выражения для функций s ( a ), 6*i(a), s2( a ) ,  63(a):

X  ^ 2 s m 2-| ^ - ( j t  —  t t )  —  (1  —  4 ) s i n 2 -|^ ,

6 ( a )  = {(m 3 +  тз) (т2 — т2) (т — т ) [ /(а  +  д о +  л) +4ш(а)
+  /(а  — д0 +  2я)] — (ms +  тз) (т2 — пг2) (т +  т) [ / (а — до — л )+
+ 1 (а +,до — 2л)] +  [(го3 +  тз) (т2 — т2) (т +  т) +  2т(т3 — т3) X

X (т2 +  (а — до +  л) +
+  [ (т з  +  тз) (т2 — т2) (т +  т) — 2т(т3 — т3) (т2 +  т2) ] / ( а  — д0 — л) +  

+  [('«3 +  Тз) (т2 — т2) (х  — от) — 2т (от3 — т3) (т2 — т2)]1 (а  +  до) +

+  [ (га3 +  тз) (т2 +  т2) (т +  т) — 2 т (от3 — т3) (т2 — т2) ] 1 (а — * 0) } ;
1

si [?(а).] = {(от3 +  тз) (т2 — т2) 1 (а +  до +  я) +  2т2(от3 — тз) X
2от(а)

X  I { а +  г%) +  2т2(от3 — т з ) /(а  — до +  я) +  (от2 — т2) (т з  — тз.)1Х

X I (а  — до) +  (тз — т-з) (т2 +  т2) 1  (а до — я) +  (т2 +  т2) (от3 +  тз) X

Х Л а - 0 ,  +  2*)}; * [  Ь (а -  | ) +  ̂  =  - щ -  +  „ )  X

X (от +  т)/(<х +  до) +  (От — т) (Отз - f  тз) 1 (а +  до — 2я) +
+  (от3 +  тз) (т — о т )/(а  — до) — (отз +  тз) (от +  т ) / ( а  — до — 2я) +

+  2от(от3 — т3.) / (а  +  до — я) — 2 т(т 3 — т з )/(а  — до — я ) } ;

* з { ь [ ? ( а )  +  ^ - ]  —  у } ==^ у - { [ / ( а  +  л: +  до) —  / ( о  +  я  — до)] X

X (т2 m2) — [ /(a  +  dq) — / ( а  — д0 +  2л)](т2+  т2) } .  (41)
Рассмотрим некоторые задачи дифракции в клиповидных областях, 

образованных соприкасающимися вдоль границ жидкими и упругими сре­
дами. В неопубликованной работе Г. Д. Малюжинца, а также в работе [8] 
были получены решения дифракционной задачи в упругом клине в пред­
положении, что скорости продольных и поперечных волн одинаковы по ве­
личине. Используя метод, развиваемый в настоящей работе, можно не де­
лать такого предположения, но при этом приходится все же задаваться 
определенными углами раствора упругого клина; угол раствора жидкого 
клина, контактирующего с упругой средой, может быть произвольным.

В частности, интерес представляет среда, состоящая из жидкого клина 
О ^  О ^  Ф, раствора Ф и акустическими параметрами р, с, лежащего па 
упругом полупространстве —л ^  д ^  О (фиг. 4). Упругое полупростран­
ство будем характеризовать плотностью pi и параметрами Ламэ Я, р. Гра­
ницы д  =  Ф и д  =  —л жидкого клина и упругого полупространства будем 
считать свободными, что для упругого полупространства соответствует 
обращению в нуль нормальных и касательных напряжений. На внутренней 
грани д  =  0 потребуем обращения в нуль касательных напряжений, не­
прерывности давления и смещения. Такой случай может быть близок 
.к условиям, возникающим как в ряде гидроакустических задач, так и
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б сейсмологических задачах, касающихся 'поведения волны Рэлея на гра­
нице материка и океана.

Введем потенциал <р скорости v в жидком клипе (v =  V(p) и потен­
циалы срь ср2 вектора смещения v в упругой среде U =  V<pi +  V (<р2еу). 
При гармонической зависимости от времени величины ф, <pi, ф2
удовлетворяют волновым уравнениям [9 ,10 ]:

(А +  к2) у  =  0; (А +  №ь2) ф1 =  0; (А +  A V ) q>2 =  0, (42)

где Л* = со /г -У p i 1 / р1; v =  с — . Представим решения
с ' X +  2ц  ' [Л

уравнений (42) интегралами Зоммерфельда:
ф  =  g-i/tr cos(O-a) s (a ) йа; ф ! =  J e ihnr cos(Ô a) К[ (а ) Ja;

ф2 =  ^ e-tftvrcos(0-a)52(a )^a (43)

На границе О =  Ф потребуем, чтобы потенциал ф (а вместе с ним и дав­
ление р =  £сорф) обращался ib нуль. Это выполняется, если функция 
б(а +  Ф) является четной по а. На границе Ф =  0 приравниваем нор­
мальные смещения в жидкой среде и в упругом полупространстве:

5ф2
дг

ция s(a ) sin a — râ n [sin a .9 j(a )] +  v?w[cos as2(a ) ] будет четной по аргу­
менту а. Величины Xv являются операторами, действие которых на 
функцию о  (а) состоит в образовании выражений:

Это условие будет удовлетворяться, когда фупк-1 дер   / 1  d(pi
г д$ \ г д$

^ n [ c r ( a ) ]  =  т п (а)<т[£л(а)]; Xv[a (a )]  =  Tv (a)<j[Sv(a)] ( 4 4 )

, cos a
где с,п —  arccos-----------;n

sm a
n

У?г2 — cos2 a
r =

cos a
arccos-----------;

V

sin a
Vv2 — cos2 a

Функции ?v, Тпт tv обладают такими же свойствами как и 
функции £, т, введенные раньше. На границе 0  =  0 приравнива­
нием нормальные напряжения в жидкости =  —к2с2р-*ц>

Г 92ф1 A V  д2 /  ф2 \“|
II в упругой среде ам  =  -  2р +  —  «р, JJ .

Это соответствует тому, что функция Адс2р "15(а) — 2 ц {—к2п2\п X
X  [cos2 о д (а )  ] +  у -  ?.n[si'(a) ] — /cVXv[sin a cos as2(a) ] должна быть
четной по а. На этой же границе (О =  0) приравниваем нулю касательное

32Ф2 , к\ 2 д2  ̂ ф2 в
напряжение аго =  — 2ц

дг2
+ Ф2 — дг дЬ

упругой среде.

Это требование выполняется при условии четности по аргументу а функ­
ции (cos2 a —- у ) Xv[$2 (a) — sin a cos a s{ [£„ (a) ] ]. Условия обращения 
в нуль нормальных и касательных напряжений при Ф =  —л соответст­
вуют четности по а функций: п2кп [cos2 о д  (a — я) ] ---------у -  %n[si (a —■ я) ] -f-

+  v2Av[sin a cos a $2(a — л) ], (cos2 a — -~-) X.v[s2(a — n) ] — sin a cos о д  X
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X [$n(a) — я ]. Перечисленные условия можно записать как систему 
шести функциональных уравнений:

$(а +  Ф) =  б (—a +  Ф ),

s(a ) + s ( —a) = s i [ £ n(a )] +  s([ — (a )] — Tv(a) ctg a{s2[£ v («)] —

— s2[ —5 v (a )]};

s (a ) — s (— a) = —m {T„(a)r|(a)[s1( U ( a ) ) — Si(—S n («))] +
+  sin2a[s2(Sv(a)) +  s2( —^v(a)) ] } ;

s in 2 a {s i[? „ (a )]  +  s±[ —£ „(a )]} ' =  л (a )tv(a) {s2[£v(a)] — s2[ —tv (a) ] } ;
(45)

T „'(a )T )(a ){si[U (a) — n] — Si[—£„(a) — л ]} =

—  — sin2a{s2[gv(a) — я] +  s2[ —£v(a) — я ] } ;  

sin2a{si'[£n(a) — я ] +.si[—£n'(a) — я ] } —
=  ri(a)Tv(a) {s2[?v(a) — я] — s2[ —$v(a) — я ] } ,

4 1 f • • . * < • • •

где г| (a) =  2 cos2 a — v2; m =  + v ~ 2pi /  p.
Предположим, что в жидком клине иод углом О =  до (0 ^  до ^  Ф) из 

бесконечности (г =  оо) на ребро (г =  0) падает плоская волна единичной 
амплитуды. Используем для 5(a), 5i(a), 52(a) представленпя:

о о  оо

s(a ) =   ̂ *(a, p )e -“Pdp; S i[? n (a )]=  j  *i(a, p )e -“ P;
— с о  —а з

(46)
0 0

» s K v (a ) ]=  J <2 (a, p )e -“ Prfp,
- 0 0

Э0
причем s(a  +  Ф) =  \ [£(a +  Ф» P) +  ep*°] е“ фР-ар^р. Все переменные ко-

—ос
эффициентьг в уравнении (-45) имеют период, равпый л. Такой же период 
по а должны иметь трансформанты t ( a, р), t\(a, р), t2 (a, p). Поэтому для 
последних мы получим функциональные уравнения:

[*(а +  Ф, Р) +  е** ]е -ф* =  [*(—а +  Ф, -  Р) + е ~ * * ] е ф*; 
t(a, р) +  t ( — а, — р) =  ti (а, р) +  f, (— а, — р) —

— ctgcetv(a) [fe(a, Р) — h { — а, — Р ) ] ;

г(а, р) — t { — а, — р ) =  — лг{т„ (а)т1 (а) [ft (а, Р) — U{— а, — р )] +

+  sin2сфг(а, Р) — fc(— а, — Р )] } ;
(47)

sin 2а [£i (a, P) +  *i'(— а, — р )] =  ii(a )rv(a) [т2(а, р )— к ( — а, — р ) ] ;
sin 2a[fe(a, р)епР +  £2( — а, — р)е-лр] =

=  г) (a) tv (a) [к  (а, р)елР — к ( —а, — р) в -* »];

sin2a[ii(a , р)еяР +  î‘(— а, — р)е~лР] =

=  11 (a)TV (a) [ h (а, Р) елР — г2( — а, — Р) е~яР],
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откуда

*(а ,р ) =  I* (<* +  2Ф» Р) е~2Фр +  2е~фР sh р (6о — Ф )], (48)
ё ( а 1 Р) ~~ 1

где

£ (а , р ) = -
v2TV(a) cth jtp

т  [rv(а) тп (а) ц2(а) +  sin2 2а]
=  — 7’ (a)cth яр. (49)

Используя оператор ЬФ[р (а ) ] ,  решение уравнения (48) можно написать 
в виде

t (а, р) =  ,sh р (*„ -  Ф) {  U ,* [ «-*•*] -  1 } .  (50)

Если жидкий клип — прямоугольный (Ф :— я /  2 ), то

t (a ,p )  =
2sh р [ йо — -у  ] [Г(а)сЬяр — sh л р]с)1-̂ - р 

sh л р [1 -j- (1 —  Т (а ) ] ch яр
(51)

Полагая в интеграле (40) А  = '[4  —Г (а ) ] _), получим для s(a ) выражения:

1
* ( < * )  = 74 [1 Т (а )]

{ (1 + 7 ’ ) / ( а  +  #0+ л )  +  (Т — 1 ) / (а  -+- й0— я) —

- ( Г + 1 ) / ( а - < 1 в  +  я)  +  ( 1 - Г ) / ( а - « о - я )  +  

+  (1 +  Г ) / ( а + « « )  +  ( Г - 1 ) / ( а  +  « о - 2 я )  -
(52)

-  (Т  +  1 ) /(а  — ,до +  2я) +  ( 1 - Г ) 7 ( а - О о ) > .

Аналогичным образом можно рассмотреть случай, когда к упругому полу­
пространству прилегают два прямоугольных клина.

Таким образом, рассматриваемый метод дает возможность в ряде слу­
чаев находить трансформанты интегралов Зоммерфельда, представляющих 
поле в  жидких и упругих соприкасающихся угловых областях.

При исследовании волновых нолей трудности могут встретиться вслед­
ствие наличия точек ветвления у  трансформант интегралов Зоммерфель­
да и разрезов в комплексной плоскости а. Разрезы в плоскости а указы­
вают на существование боковой волны (интеграл по берегам разреза [9 ]) , 
которая возникает одновременно с цилиндрической волной, излучаемой 
общим ребром клиньев. При отсутствии цилиндрической волны, как, на­
пример, в случае двух соприкасающихся прямоугольных клиньев, имею­
щих свободные внешние границы (функции s (a ), 6 1(a ), даны выражения­
ми (25), (26 )), боковая волна также отсутствует, и  поле представлено толь­
ко плоскими волнами.

В заключение автор выражает благодарность Г. Д. Малюжинцу за по­
лезные советы и консультации по вопросам, рассмотренным в работе.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Предложенное интегральное представление, обобщающее интегральное 
представление в виде двустороннего интеграла Лапласа, имеет соответ­
ствующий аналог для интегралов типа Фурье:

*(а,р)е**Юр.



Рассмотрим функцию Oi (а, у ) , которая выражается в виде
со

0*1( “ ’ v ) : = y i r S t(y, p)e»Pdp

л обладает свойством 

Тогда
0 1 (а, у)у=а =  а (а ).

1 Г
/(Y .P ) = “7 =  3 У)*’ ***»-

-с о

Данная формула позволяет находить функцию двух аргументов t (y , Р) 
и, таким образом, реализует обращение исходного интеграла. Это обраще­
ние реализуется не однозначным образом, т. к. существует бесконечное 
множество функций 0 i (а, у ) , обращающихся при у =  а в заданную функ­
цию сг('а)', В частности, выбирая функцию ao(a, у) , образующуюся в нуль 
дри одинаковом значении аргументов, можно найти такую функцию 
20(a, р), для которой

$''M a,p)e<«W p = 0 .  
—00

Представим t (a, р) в виде

*(а,Р) = - =  \ 0 (У ,Р )е "в*у.
Т2я ‘—со

Тогда имеем
^ со со 1  ° °

a(a ) = —  \ \ 0 (у , p)^?‘va+faPrfY^P —  ̂ т(т])e?'a,̂ ii,
2л V2jt

— с о  —с о  —с о

где
| °о

т (т ] )  =  — =  5 $ (ц  —  р, P)dp.
' - с о

Если этот интеграл существует, то приведенные выражения устанавлива­
ют связь между трансформантой интеграла Фурье т(г)) и функцией
t (а, Р).
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