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Рассмотрено и приближении Кирхгофа — Френеля отражение сфе­
рической волны от плоской, полностью отражающей поверхности ко­
нечных размеров и даны приемы для приближенной практической оценки 
получающихся при этом отклонений от геометрической акустики.

Приемы геометрической акустики широко используются при акусти­
ческом проектировании помещений. Погрешности, возникающие при ис­
пользовании этих приемов, рассматриваются в работах [1—3], но, как 
будет видно из дальнейшего, результаты указанных работ нуждаются 
в поправках.

Если (фиг. 1) на бесконечную, полностью отражающую плоскость П, 
падают звуковые волны, излучаемые точечным источником ф, то, как от­
мечается в работах [1—3], в формировании отраженного звука, приходя­
щего в точку приема Р, основную роль играет область S плоскости, 
окружающая точку зеркального отражения О. Точка эта является пересе­
чением плоскости П с прямой Q'P, приходящей через точку приема Р и 
мнимый источник Q' (зеркальное отражение источника Q). Естественно 
поэтому поставить вопрос: каково будет отклонение от законов геометри­
ческой акустики, если учитывать отражение не от всей бесконечной пло­
скости П, а лишь от некоторой ее области S, окружающей точку О. При 
такой постановке вопроса область S может рассматриваться как излуча­
тель с заданным распределением колебательной скорости. Рассматривае­
мая задача равносильна, как отмечено в работе [1], поставленной в при­
ближении Кирхгофа дифракционной задаче о прохождении звука, излу­
чаемого источником Q'y через отверстие S в бесконечном звуконепроницае­
мом плоском экране.

Задача имеет и более общее значение, т. к. исследования сравнительно 
недавнего времени показали, что приближение Кирхгофа допускает зна­
чительно более широкое примепеппе, чем это считалось ранее. Например, 
для задачи о дифракции плоской волны около круглого отверстия или 
круглого диска сравнение с точным решением и с опытными данными как 
для нормального, так и для наклоппого падения волны показало, что 
приближение Кирхгофа дает уже достаточно хороший результат, когда 
диаметр отверстия или диска всего лишь в два раза (и даже несколько 
мепее) превышает длину волны [4—7]. В практических задачах архитек­
турной акустики зачастую приходится иметь дело с отражением звука от 
гладкой поверхности, окруженной либо сильно поглощающими звук уча­
стками, либо участками, рассеивающими звук. И если размеры такой 
гладкой поверхности хотя бы в IV2—2 раза превышают длину волны, то 
для примерной практической оцепкп погрешности, получающейся при рас­
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чете отраженного звука приемами геометрической акустики можно вос­
пользоваться приближением Кирхгофа так, как это сформулировано выше.

Пусть источник Q излучает сферическую гармоническую волну, имею­
щую потенциал скорости ср =  eihr I г (с временным фактором е~ш ). Тогда 
в поставленной задаче потенциал скорости, вызываемой в точке приема Р 
волной, отраженной от плоской области S, будет [8]

gifc(Prbp)

Pop
cos (пу р)dS,

где Ро и р — расстояния площадки dS от Q и Р, п — нормаль этой
площадки (фиг. 1), при­
чем ро должно быть не ме­
нее длины волны X.

Выберем в плоскости 
П прямоугольную систе­
му координат £, г), начало 
которой совпадает с точ­
кой О, а ось § является 
пересечением плоскости, 
проходящей через точки

Q и Р  и нормаль /г, с плоскостью II. Точка приема Р находится вне гео­
метрической тени мнимого источника Q\ что способствует успешному 
применению приближения Кирхгофа. Если разложить ро и р в степенной 
ряд по величинам £ /  ро, Ц / Ро, £ /  р, Ц /  р и пренебречь третьей и более 
высокими их степенями (приближение Кирхгофа — Френеля), то формула 
(1) принимает вид [9] e ik(Ro-\-R) ■

*р =  ~ 1 2  (П„ +  П ) (М +  Ш )- {2)
где #о и R  — расстояния точки О от источника и точки приема, а 6 — 
угол, образуемый этими направлениями с нормалью (фиг. 1),

=  cos [^ - (и 2+  v2) ]  dudv,

N —  sin£ -~-(и2+  v2) J da dv, 
a

( 3 )

причем

“ “ У т ^ + т ? ) 1 ' 036 '

Ш j _ + i
По П

( 4 )
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Преобразование (4) отображает область S на некоторую область а 
с прямоугольными координатами и, и.

Интенсивность отраженного звука в точке Р будет

1 ^ 1 ! = о д Г ь ^ (" 1 + Л '! ) - (5>
Если справедлива геометрическая акустика, то |<рр|2 = 1 /  (/?0 +  Я )2 и, 
таким образом, коэффициент

я ,  <б)

характеризует отклонение от геометрической акустики.
Рассмотрим, прежде всего, специальный случай, когда контуром об­

ласти S является эллипс с полуосями Ь и b /  cos б (фиг. 2), направленны ­
ми но осям § и ц. Соответственная область о в плоскости переменных и, v 
есть круг с уравнением контура и1 +  и2 =  г2 и радиусом

- V i ( £ 0 - ( 7 )

Переходя к полярным координатам (и =  у  cosy,  i7 =  ysin<p), полу­
чим из формулы (3)

2л г
М — J  ̂ cos Г ~  ур21 у  dydy =  2  sm

я/*2

о о

и аналогично Л: =  2^1 — cos j  и из формулы (6) — коэффициент от­

клонения от геометрической акустики
/С =  4 sin2

яг2

Коэффициент этот колеблется в постоянных пределах от 0 до 4, при­
чем размахи его уплотняются с возрастанием г. Минимумы {К  =  0) п о­
лучаются при г2 —  4п, а максимумы (К  =  4) — при г2 =  4/г +  2, где 
п =  0, 1, 2, 3 , . . .

Частный случай, когда область S является кругом, и прямая Q'P 
(фиг. 1) шершендикулярна к плоскости Г1, .рассмотрен в литературе [10], 
и полученные для этого случая результаты соответствуют выражению (8).

На плоскости П (фиг. 1) геометрическим местом точек, дающих по- 
стоянный пробег ро +  р, является эллипс, причем, в пределах, сделаппых 
при выводе выражений (2) и (3) допущений, центр этого эллипса совпа­
дает с точкой О [3 ]. Контур области S на фиг. 2 является одним из таких 
эллипсов. Зонами Френеля, у которых разности пробегов отличаются друг 
от друга на целое число полуволн, являются эллиптические кольцевые 
области. Указанные минимумы и максимумы К  получаются, когда в эл­
липтической области S точно укладывается четное или соответственно 
нечетное число зон Френеля.

В работе Г1 j для показанной па фиг. 2 области получены иные ре­
зультаты, на основании тех же выражений (2), (3) и использовании таб­
лиц интегралов Френеля. Изложено это весьма кратко и ход вычислений 
неясен; как видно из вывода формулы (8), интегралы Френеля здесь не 
требуются. В работе [1] взят для упрощения частный случай В0 =  й, 
причем получается, что отклонение по интенсивности от геометрического
отражения не превышает 10%, если Ъ ^  2УДл и составляет ровно 10% 
(т. о. К  равно 0,9, либо 1,1), если b =  2"/RX. В действительности же, при 
R0 =  R и b — 2УВХ, как это видно из формулы (8), К =  0.
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В работах [2, 3] для вычисления интеграла (1) использован прибли­
женный метод стационарной фазы и приняты те же указанные выше до­
пущения (приближение Кирхгофа — Френеля). В результате работы 
[2, 3] дают оценку отклонения от геометрической акустики при помощи 
числа полных зон Френеля, укладывающихся в данной отражающей обла­
сти S. Но, как показано выше, при допущениях, принятых как в настоя­
щей работе, так и в работах [1—3], для целого числа зон Френеля задача 
решается элементарно, и коэффициент К  ранен 0, либо 4. Поэтому при 
сделанных допущениях нельзя указать такое число зоп Френеля, выше 
которого отклонения К  от единицы не превысят некоторого заданного 
сколь угодно малого значения. Поэтому предлагаемая в работах [1—3J 
оценка отклонения от геометрической акустики при помощи числа уме­
щающихся в области S полных зон Френеля приводит к неверным резуль­
татам.

Эллиптическая область S, показанная на фиг. 2, является особым слу­
чаем. Для областей иного очертания с увеличением их размеров коэффи­
циент отклонения от геометрической акустики К  стремится, колеблясь, 
к единице. Это можно показать на примере прямоугольной области S со 
сторонами, параллельными осям | и л и с координатами вершин |j, щ; 
т)г; 52, Ль $2, л2* В плоскости переменных гг, v ей соответствует пря­
моугольная область а, вершины которой имеют координаты щ, v\\ щ, ог\ 
«2, И2> V2,

™“ -  =  У х ( i  +  4 ’)  Е‘ 008 s’ щ =  V \{% +  I f )  Ч* »  т- "■ Пользуясь
X х
С ЗХ JX

интегралами Френеля С(х)  =  ^cos — z2 dz, S ( x ) =   ̂sin -  z2 dzt найдем
о о

из формулы (3)
М =  тп — pq, N =  пр -f  ?nq, (9)

щ с т =  С{иг) — С {щ ), п =  C(v2) — С (у,), р =  S(u2) — S(ut)f q =  
=  S(v2)  — S(v i) и коэффициент отклонения от геометрической акустики 
будет

/1:  =  М2  +  т =  (mn) 2+ ( P v ) 2+ ( nP)2+ ( mv)2 (10)
4 4

Если у такой прямоугольной области S центр совпадает с пачалом 
координат О, и стороны ее, параллельные осям £ и л» имеют соответствен­
но длины 2а и 2Ъ (фиг. 3), то из формул (9) мы получим

Л/ =  4[С(а)С(р) -S (a )S (P )]f 

Л'=  4[6'(а)С(р) -f-C(a).S'(P)],
(И)

где

“ = У х ( ж + 4 " ) “ o o s 6 ' " “ V K i + l ) 6 ' , 12)
Если ввести функцию

ф (») =  [ £ ( * ) ] * + [ а д  I* (13)
то, согласно формуле (10), коэффициент отклонения от геометрической 
акустики будет

К — 4ф (ct) 'ф (Р ) -  (14)

Начальный участок графика функции ф(.т) показан на фиг. 4.
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Рассматривая К =  4<р(а) -ф (р), как функцию переменных а и р ,  най­
дем, что при rp(a) и <р(Р), отличных от нуля, К  имеет экстремумы при сов­
местных условиях <р/ ( а ) =  0 и фЧР) =  0> т* е- тогда, когда 
ф(а) и ф(Р) достигают 
своих экстремальных зна­
чений. Из формулы (14) 
и фиг. 4 видно, что К  яв­
ляется сильно колеблю­
щейся функцией; наибо­
лее сильные максимумы 
(минимумы) ее получают­
ся при совпадении макси­
мумов (минимумов) ф(а) 
и ф(Р); при возрастании 
а и р колебания функции 
К  уменьшаются, и она

Фиг. 3

стремится к единице (геометрическая акустика). Так как К  претерпевает 
сильные изменения при небольших изменениях переменных а и р, то для 
практической оценки наибольших (по абсолютной величине) отклонении 
от геометрической акустики целесообразно воспользоваться плавпой оги­
бающей поверхностью, проходящей через указаппые сильные максимумы 
функции К , и аналогичной поверхностью, проходящей через се сильные 
минимумы (рассматривая А, как аппликату прямоугольной системы коор­
динат а, р, К).  Если провести через максимумы и минимумы графика 
ф(я) плавные огибающие кривые фтах(я) и ф тт(я ), показанные на фиг. 4, 
то, в соответствии с (14), аппликаты огибающих поверхностей будут

А т а х  =  4фщах(а) *фтах(Р) П А’т т  =  4фт1п(а) ’ фпЯгЧР)*

Таким способом построены графики, дающие возможные наибольшие 
отклонения от геометрической акустики для рассматриваемого случая 
прямоугольной отражающей области S. На фиг. 5 дан график наиболь­
ших положительных отклонений, а на фиг. 6 — наибольших (но абсолют­
ной величине) отрицательных отклонений. По осям координат этих гра­
фиков отложепы параметры а и р, а цифры на кривых дают коэффициен­
ты отклонения от геометрической акустики, выраженные в децибелах 
(т. е. 10 lg Атах па фиг. 5 и 10 Ig Amin на фиг. 6).

Возьмем для примера отражающую область по фиг. 3 со сторонами 
2а =  4 м и 2Ь =  3 м. Пусть /?о =  10 м, R =  6 м, А =  0,8 м и б =  35°. Из
(12) получим а =  1,54 и Р =  1,41 и из фиг. 5 и 6 находим пределы от­
клонения от геометрической акустики + 4 ,5  и —5,8 дб.

Если в частном случае областью S  является прямоугольник со сторо­
нами 2 b /cos6  и 2ЬУ показанный пунктиром на фиг. 2, то a =  р и К  —  
=  4 [ф (а )]2. В этом прямоугольнике и показанном на этой же фигуре 
эллипсе помещается одно и то же число полных зон Френеля, но резуль-
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таты получаются разные — у прямоугольника с увеличением числа зон 
коэффициент отклонения от геометрической акустики К  стремится к еди­
нице, а у эллипса такого специального очертания он, как видно из форму­

лы (8), колеблется в постоянных пределах. Это подтверждает отмеченную 
выше неправильность оценки отклонений от геометрической акустики 
при помощи зон Френеля.

Ф и г .  6

В тех случаях, когда плоская отражающая область S имеет произволь­
ное очертапие, ее можно приближенно разбить на прямоугольники и тогда 
в соответствии с формулами (3) и (6) коэффициент отклонения от гео­
метрической акустики будет

(Л/, +  М2 +  М3 +  ..  -)2 +  (Nt +  N2 +  JV3 +  ..  .)2К — -------------------------------- ------------------ ---------------------
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где Ми Л/2, . . . ,  Лт 1, А'•>, . .  . рассчитываются по формулам (9) для отдель­
ных прямоугольников. При этом, разумеется, исключается случай спе­
циального эллиптического очертания области S по фиг. 2. При заданном 
расположении области S, источника и точки приема, К  сильно колеблется 
в зависимости от длины волны X. Для практических расчетов важны пре­
делы этих колебаний, которые можно установить, взяв несколько соседних 
значений длины волны вблизи заданного значения. Если ограничиться та ­
ким выяснением пределов, то достаточно грубого разбиения области S на 
несколько прямоугольников. Для примерной оценки пределов отклонения 
от геометрической акустики можно обойтись тем, что, вписав в область S 
один прямоугольник но фиг. 3, взять эти пределы из графиков 
фиг. 5 и 6.
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