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Получено решение задачи о деформации шжерхностн слабого раз
рыва а средах с переменной скоростью звука. Рассмотрены некоторые ча
стны е случал распространения волн и таких средах.

При ipaciiipocTp&H-eiiim возмущения в неоднородной среде .пли и среде 
с переменной температурой происходит деформация фронта волны, обус
ловленная неравномерностью скорости звука по координате. Фронт волны 
в любой момент времени может быть построен по принципу Гюйгенса — 
Френеля графическим путем. Однако графический метод неудобен как 
для практических расчетов, так и для 
общих последований. Поэтому пред
ставляет интерес получить аналити
ческое решение задачи об определе
нии фронта звуковой волны, которое 
позволило бы изучить некоторые за
кономерности распространения волн 
слабого разрыва в неоднородных сре
дах.

В настоящей работе рассматри
ваются случаи распространения волн 
между двумя параллельными плоско
стями с (расстоянием / /  (фиг. 1) и в 
трубе круглого сечения радиуса R.
При Я  — оо, Я *- оо первый случай 
соответствует распространению волны и полупространстве вдоль плоской 
поверхности, а второй случай — движению в неограниченном пространст
ве. Предполагается, что в случае плоских границ скорость звука и любой 
точке зависит только от расстояния точки до границ, а в случае трубы 
круглого сечения — до оси трубы. Для трубы круглого сечения началь
ный фронт предполагается симметричным относительно осп трубы. Тогда 
в трубе поверхность фронта все время будет симметрична относительно 
оси, т. е. достаточно рассматривать движение *в любой плоскости, прохо
дящей через ось. При сделанных предположениях рассмотрение обоих 
случаев движения — плоского н осесимметричного — становится иден
тичным, если роль радиуса трубы играет расстояние между плоскостями 
(/? =  / / ) .

Отметим, что в данной работе изучается деформация фронта волны, 
обусловленная только изменением скорости звука по координате, и, сле
довательно, исключаются из рассмотрения случаи, когда па форму фронта 
влияет отражение его от границы. Поэтому, рассматривая движение в 
трубе или между плоскими границами, ограничимся случаями, когда ско
рость звука является убывающей функцией координаты, а начальный 
фронт представляет собой плоскость пли поверхность, выпуклую в сторо
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ну оси ох. Тогда очевидно, что в любой момент времени фронт представ
ляет собой выпуклую поверхность, качественно представленную на фиг. I. 
С границей (точка D)  фронт составляет угол, меньший 00°. Ясно, что в 
этом случае отраженные волны не могут достигнуть головного фронта, 
т. е. влияние отражения «на форму фронта заведомо исключено.

При движении волны в пространстве или полупространстве эти огра
ничения, разумеется, становятся излишними.

Выберем неподвижную систему координат хоу так, как показано на 
фиг. 1. Пусть в некоторый момент времени т поверхность фронта волны 
характеризуется линией ЛВ1). Для того чтобы построить поверхность 
фронта через бесконечно малый промежуток времени r/т, необходимо, в 
соответствии с принципом Гюйгенса — Френеля, из каждой точки линии 
A B D  описать окружность радиуса ейт, где с =  с(у)  — скорость звука в 
данной точке, и провести огибающую Л'ВЧУ этого семейства окружностей. 
Смещение ВВ' любой точки В фронта параллельно осп ох равно
Щ у , ч )  , , ,—  от; с другой стороны, его можно представить как с о т /c o s  а,

где a =  а(у,  т) — угол между нормалью к .поверхности фронта в данной 
точке и осью ох. Приравнивая эти величины п имея в виду, что

1cos a =  — —  ■ ■
У1 +(дх/ду)2

приходим к нелинейному дифференциальному уравнению в частных про
изводных первого порядка относительно функции х(у,  т ) :

Это уравнение необходимо решить при начальном условии

х ( у , 0 ) = № ,  (2)
где f ( y )  характеризует форму фронта волны в начальный момент (т =  0).

Прежде чем перейти к непосредственному решению задачи Коши (1),
(2), исследуем уравнение (1). Графические методы построения фронта 
волны показывают, что при распространении волны в неоднократной 
среде поверхность фронта во многих случаях стремится в пределе При
пять определенную форму. Эта форма либо достигается в некоторый ко
нечный момент времени, либо поверхность фронта стремится к ней асим
птотически. В качестве простейшего примера можно привести случай 
слоистой среды, когда в пределах каждого слоя скорость звука постоян
на. Тогда плоские участки фронта, перпендикулярные оси ох, которые 
возникают в начале движения и перемещаются с различными скоростями, 
с течением времени исчезают (за исключением слоев с наибольшей ско
ростью звука), и фронт приобретает предельную форму. Предельная фор
ма линии ЛВ/) фиг. 1 представляет собой в этом случае ломаную, со
стоящую «из прямолинейных отрезков, углы наклона которых к оси ох 
легко определяются.

Дифференциальное уравнение (I ) позволяет получить точное выра
жение для предельной формы поверхности франта в самом общем случае. 
Действительно, пусть поверхность фронта волны перемещается не дефор
мируясь. Тогда все ее точки имеют в направлении осп ох одинаковую
скорость

откуда следует

дх
Т  =  с о, дх (3)

=  Cot +  cpi (//), (4)
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гДе fpi (у) — произвольная функция от у. Нетрудно видеть, что Со совпа
дает с величиной скорости звука на оси ох фиг. 1, поскольку в точке А  
фронта вектор скорости движения поверхности направлен по оси ох. Под
ставляя выражение (3) в уравнение (1), имеем

откуда

Х(У, т) =  ±  ]  У  -  1 dy +  ф2(т ) ,

где ф2 (т) — произвольная функция от т.
Сравнивая последнее выражение с формулой i(4), мы видим, что

х ( у у т) =  с0х * 0
/  Со2

о (У)
1 dy.

Здесь первое слагаемое характеризует путь, проходимей фронтом вол
ны за время т, а второе слагаемое — форму поверхности фронта. Из вы
ражения (5) видно, что фронт волины может перемещаться не деформи
руясь в том случае, когда скорость перемещения со равна или больше ско
рости звука в любой точке среды. Очевидно, что когда скорость звука 
убывает от оси к периферии, т. е. форма поверхности фронта имеет вид, 
качественно представленный па фит. 1, в выражении .(5) нужно оставить 
нижний знак. Тогда

Соотношение (6) представляет собой уравнение предельной поверх
ности фронта в подвижной системе координат y'Az, где у ' =  у  (фиг. 1). 
Таким образом, форма предельной поверхности фронта зависит только от 
вида функции с =  с (у ) ,  т. е. от закона распределения скорости звука 
по координате у , и не зависит от начальной формы фронта.

В качестве примера рассмотрим продельную поверхность фронта вол
ны слабого- разрыва, распространяющейся вблизи поверхности Земли. 
Кривизной поверхности Земли будем пренебрегать, поскольку высота 
атмосферы весьма мала по сравнению с радиусом Земли. Типичный закон 
изменения температуры Т  по высоте у  над уровнем моря до некоторой 
высоты у =  у», как известно, аппроксимируется прямой

Т  =  Т б ( 1 - А у ) ч

где То —  температура над уровнем моря. При у > у *  температура до 
значительной высоты изменяется весьма мало, и ее обычно считают по
стоянной (Т =  Т»). В частности, в стандартной атмосфере (СА) приня
то у .  =  11000 л, То =  288,16° К, Г . =  216,66° К, Л =  0,226-Ю "4 ЦМ, 
причем постоянство температуры Т —  Т» предполагается до высоты 
у  =  25 000 м. Известно также, что угол наклона типичных (обобщен
ных) графиков Т =  Т(у)  по отношению к осям координат Г, у в раз
личные времена года н для различных точек Земли изменяется сравни
тельно мало, т. е. величина Т^А при различных значениях То достаточно 
стабильна.
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В соответствии со сказанным выше, скорость звука изменяется по
закону _______

с (у) =  с0У1 — А У при 0 ^  у <  у.
и

с (у) =  с* =  const при у ^  у»-

Для первого диапазона высот из формулы (6) имеем

а для ;/ -> у
У

Ау

у

dy,

Z('J)
о - !/*

Отсюда, после интегрирования, получим

Az(ij) =  ”  — arct.g ] / - Ц - — - — уЛ (/(1— Л;/) (0 <  /у <  //-),.

1(7)

?/.)•

Форма фронта волны, рассчитанная по этим формулам, представлена 
m> J) и г. 2. График фиг. 2 построен в безразмерных координатах и не за

висит от величины А. В случае стан- 
ау дартиой атмосферы (Л у . =  0,2485) 
0,5 имеем A z ( y #) =  0,09, т. о. z(//*) =  

=  3990м.
Из формул (7) следует, что с умень- 

W шепнем величины А  фронт волны стано
вится более крутым. Поскольку, как 
сказано выше, уменьшение величины А 
связано с увеличением температуры Т0г 
то более высокой температуре среды со- 

otz ответствует более крутой фронт поверх
ности слабого разрыва.

Экспериментально найденные зако- 
0,1 мы распределения скорости звука в раз

личных средах .во многих случаях ап
проксимируют прямолинейной или па
раболической функциями. Рассмотрим 
в качестве следующего примера случай 
параболы:

----------------- 0р3

Фиг. 2
Ас

°(у)  =  с (8)

где Ас =  с0 — с (Я) — разница между наибольшей и наименьшей скоро- 
стами звука.

Из формулы (6) имеем

у т Л - Л - А ^ у
( V со № )

о 1 -
Ac J/2
со Я 2

dy.
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Вводя новую переменную w =  1
Ас у2

-  7 7 7 , получим 
с о и -

d w +  1 — 1) (У2 + 1 )
(iw  +  1 +  1) (У2 1) 1

и окончательно

2с. Н2 ~/2'

(9)

В практике часто встречаются случаи, когда изменение скорости звука 
в рассматриваемой среде мало по сравнению с се абсолютной величиной, 
т. е.

Это позволяет существенно упростить формулу (6). В самом деле, имея 
в виду, что величина с0 — с (у) мала по сравнению с величинами с0, с ( у ) у 
отбрасываем в подкоренном выражении формулы (6) члены 2-го порядка 
малости. Тогда приближенно

Последнее выражение можно получить непосредственно из формулы
(9), если ее правую часть разложить в ряд по степеням Ас /  с0 и отбро
сить слагаемые 2-го порядка и выше.

На фиг. 3 представлены для сравнения графики зависимости z (y )  /П  
от величины Ас / Со -при у =  / / ,  построенные по формулам (9) — 7 и 
(11) — 2. Из них видно, что при неравномерности скорости звука до (15— 
20% ) целесообразно пользоваться приближенной формулой. Расчетные 
формулы для других законов изменения скорости звука получаются ана
логичным путем.

Если время распространения волны достаточно велико, форма поверх
ности фронта становится близкой к асимптотической, и ее можно опре
делять по формулам (6) или (10). Однако для определения времени, на
чиная с которого (при заданной степени точности) движение можно счи
тать установившимся, а также для исследования процесса деформации 
фронта необходимо решить задачу Коши (1), (2).

Перейдем для удобства к подвижной системе координат \jAz4 переме
щающейся вместе с точкой А  (фиг. 1). Для этого вместо х(у,  т) введем 
новую искомую функцию

А с /с 0<<  1.

( 10)

В случае функции (8) эта формула дает

(И )

z (l/> т) =  Сот — х(у,  т), ( 12)

т



где со =  с(0) — скорость звука на оси ох. Система уравнении (1), (2), 
в этом случае, принимает вид

Пользуясь методом Лагранжа — Шарпп, находим прежде всего полный 
интеграл полученного дифференциального уравнения, представляющего

собой уравнение с разделяющимися переменными. Вводя вспомогательное
уравнение

dz
дх

где а — одна из произвольных постоянных полного интеграла, и заменяя 
исходное уравнение следующим из него уравнением

с W.V1 '+<w )‘ ~ Сл=кду
получаем два уравнения в инволюции. Из них имеем

dz dz
- ± v

(а +  соУ
дх ду ~~ г с2(у)

Подставляя эти выражения в уравнеппе

dz =  — dx +  —  dy, 
дх ду

получаем поело интегрирования полный интеграл
Z =  — ах ±  1{а, у) +  Ь, 

где

— 1.

Ь — вторая произвольная постоянная полного интеграла. Выбор знака 
перед интегралом определяется дополнительными условиями, которые 
будут указаны ниже.

По известному полному интегралу решаем задачу Коши. Кривая, через 
которую должна проходить искомая интегральная поверхность, в парамет
рической форме запишется в виде х =  0, у =  v, z =  —f(v ) .  Подставляя
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эти значения в полный интеграл, находим
Ь =  + / ( а ,  v) — f(v) ,

•откуда, после дифференцирования но v, получаем
а =  - с о  ± c ( v ) - j l + p ( v ) .

Нетрудно вплоть, что в последнем выражении (и, следовательно, в вы
ражении для полного интеграла) необходимо взять верхний знак. Дей
ствительно, достаточно положить f(u) =  0, чтобы стало ясно, что при

Фиг. А

верхнем знаке малому изменению с соответствуют малые величины а 
(и, следовательно, 2 ) , т. е. слабой неравномерности скорости звука соот
ветствует слабое искривление фронта волны.

Поело подстановки найденных выражений а =  а (и) п Ъ =  b(v)  в пол
ный интеграл получаем семейство интегралов от одного параметра:

Z =  —a(v)т +  { I[a{v) ,  у] -  I [a {v ) ,  у ] }  - f ( v ) .  (14)

Остается найти огибающую данного семейства. Для этого продиффе
ренцируем полученное выражение по параметру

_  d a ( u )  _ j _  /  d/la (v)*y] _  _  v , ,
dv l  dv dv /

и из последних двух соотношений и с к л ю ч и м  и. Найденное таким образом 
уравнение огибающей z =  z(y,  т) и является решением задачи Коши, 
т. е. дает форму поверхности фронта звуковой волны.

Для того чтобы довести до конечного результата указанные выкладки, 
необходимо знать конкретный вид функций с =  с (у) и /  ( у ) . Рассмотрим 
в качестве примера снова функцию (8), начальный фронт считаем пло
ским (/(//) = 0 )  и, в соответствии со сказанным выше, будем предпола
гать изменение скорости звука небольшим по сравнению с с0. Тогда

т. е. а — величина того же порядка, что и Ас. Таким образом, а со, если 
Ас<^,со. Заменим 1(ауу)  приближенным выражением, пренебрегая в под-

/а *  (А С)2\
коренном выражении членами z-го порядка малости [TZ*  Г~ / *

\  Cq Cq /
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После преобразований мы получаем

откуда, интегрируя, находим

'  («■ у‘  +  ̂  +  ^ ы ( у  +  1/у’-  +  .

Подставляя выражения /(а , у), / (а ,  v) и а =  а(и) в формулу (14), по
лучим

АС 2 1 1 
г =  я ^  +  “ я

[у ftf — V2 — V2I n ((/ +  У?/2 —  V2) +  К2 In  у].

Дифференцирование по параметру и дает

Исключая v из последних двух соотношений, имеем окончательно

или

где

г(У .т)
7 /

г 0/, т) 
Я

УДсу- 
2 с0 Я2

th

У£Ас у2 
2со 7Т2

th

г) =  2с0т /  / / .

На фиг. 4 показан процесс деформации фронта волны с течением вре
мени при двух степенях неравномерности скорости звука (5 и 15% ). 
Форма фронта представлена для моментов времени, характеризуемых ве
личинами г) =  1; 2; 4; 6; 8; 10; оо. Из кривых видно, что уже при зна
чении г) =  8 -г- 10 поверхность фронта волны весьма близка к асимпто
тической.

С помощью формулы (15) легко определить время те, зависящее от 
точности расчета, начиная с которого форму фронта можно считать ста
ционарной. Пусть заданная точность расчета поверхности фронта равна ег 
т. е. найденное значение z(/y, т) не должно отличаться от истинного болееу 
чем в (1 — е) раз. Тогда, как следует из формулы (15),

т£ =  ^  Аг th (1 — е ) .
У 2 с0 Ас

Если требуемая точность расчета 5% (е =  0,05), а неравномерность 
скорости звука на высоте Н  равна 10% (Ас /  с0 =  0, 1), то

Н
тв =  4,12 — .

Со

Т. е. стабилизация фронта в этом случае осуществляется на пути, рав
ном 4,12 высоты Н.

Москва Поступила в редакцию
29 июля 1964 г.


