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ДИФРАКЦИЯ ЗВУКА НА ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ УПРУГОЙ
ПЛАСТИНЕ В ДВИЖУЩЕЙСЯ СРЕДЕ

Л . М .  Л ямш ев

Получено точное решение задачи о дифракции плоской монохрома
тической звуковой волны в движущейся среде па нолубесконечной упру
гой пластине. Предполагается, что пластина может совершать изгибпые 
колебания. Поток считается однородным. Анализируется роль колебаний 
пластины и движения потока в формировании поля рассеянной звуко
вой волны.

Пусть на тонкую упругую пластину, расположенную па участке 
—оо <  х ^  0 в движущейся однородной среде, падает со стороны полу
пространства z <  0 плоская звуковая волна

фо =  exp [ikxx  +  ikzz\, * где кх =  к (sin ©о — р ) ,

кг =  к-У 1 — р2 cos 0о.

к =  ко /  (1 — Р2), к0 —  со /  с, р =  V /  с — число Маха, во — угол падения. 
Вычислим потенциал полного звукового поля ф. Функция ф должна 
являться решением уравнения

и удовлетворять следующим граничным условиям:
дф
dz

z =  0, —-оо < х ^ 0 ,

— оо <  Z <С 0.

Функция ф должна удовлетворять условию излучения па бесконечности 
и условиям па ребре ф =  const, х  =  0*, 2 =  О*; дф / dz —  const х ~ч2, 
х =  0*, z =  0± Здесь ф+ и ф_ — значения потенциала на верхней и ниж
ней границах пластины, а =  2р / &pi, А/4 =  <o2Api / g, h — толщина, 
Pi - плотность, g  — цилиндрическая жесткость пластины, w — нормаль
ные перемещения пластины, о — плотность и с — скорость звука в окру
жающей среде, V  — скорость движения среды.

* Фактор ехр (—io)t) всюду опускаем. 
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Пользуясь формулой Грина, напишем

ср =  exp [ikxx  +  ikzz]
i y  1 — р2 Г д~ ОI S [ф+ (*',а')—  ф - (*',*')] х

— СО

X ехр [—г/ф (* — я') ] (/с У (ж — х ' ) 2 +  (1 -  р2) (z — z') 2) d r] . (4)
Jz'=0

Правую и левую части выражения (4) продифференцируем по 2 и, поль
зуясь формулами (1) и (2), получим, полагая 2 =  0,

VI — (J2 Г Q2. / 6 д \21
W I I +  i - - - — 'j w =  kz ехр [£&хж] +

О
X  ̂ [ср+ (х') — ср_ (.т')] exp [i/cp(х  — х ' ) ] HQM (k \х — х ' |) dx'.

—  00 (5)
Введем обозначения:

(  сои?(ж), ж О
О

( ср+ — Ф- , 
; ф(®) =  {

*(*) =  {

а: >  О
+  ехр [1кхх\, х

О , х

+ — ГП—
о 

о
о ;

х  sgC О 
х > 0

О, ж О

/ ( * ) =  i  У1 — Р2 j- ^ /СО2 1 +  i. р д
4 L дх2 \ ’ к0 дх

X IIqW {к \х — х'\) dx', х  >  О

и перепишем уравнения (3) и (5):

Ть Г • гI \ <р(ж')ехр[— ik$(x — х')}  X
—со

f ( x )  +  (  1 +  i —  —  )и(ж) =  g(x )  +
к0 дх

VI — В2 Г д2 ? f
— +  *о2[ 1 +  i
f e 2

д д \2
ко дх

X

+оо
X  \ <р(ж')схр[— ikp(x — х')]Но<^(к\х — x'\)dx\ — оо <  х  < .+ о о ,  (6)

—со

а4
да;4

— /с / ) и (я) = м&/4 (  . , В д \
1 +  £ —  —  ) ср(а:), —оо <  я <  +оо. (7)

ко дх /

Умножим правые и левые части уравнений (6) и (7) на ехр [ — ipx] 
и проинтегрируем их по х в пределах от —оо до -f-оо. В результате по
лучим функциональные уравнения

Р- (р )  +  ( 1 - U+(P) +  Pi =  Г  + (Р) +  X

X  {[/С (1 +  р) ■+ р] [к (1 -  Р) -  р]} Ч-‘ Ф+ (р ) ,

(Р4 -  */*) и + (р) +  «/*2(р) =  4*«*/* f  4 — -7^) Ф+ (Р)»/t’o '

(8)

(9)

ipo)
где Pi =  ~ — w(0), P z { p ) =  w ' " ( 0 ) + i p w " ( 0 )  +  (ip)2w'(0) +  (ip)3w(0).

ко
Предположим, что в среде существует небольшое поглощение 

к =  к% -f- I е. В окончательных результатах положим Im к =  0. Нетруд-
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но установить, что функции Г+(р)> U+(p) и Ф +(р) регулярны в верхней 
полуплоскости при Im p >  8(sin во — Р); / ’- (р )  — регулярна в нижней 
полуплоскости при 1 ш р < е ( 1  — Р), а функция {[&(1 +  Р ) + р ] Х  
X  [&(1 — р ) — р  — р ] } ,/г регулярна в полосе — е(1 +  fi) ■< Im p <  
<  s (1 — р) и, следовательно существует общая полоса регулярности 
е (sin0 О — р) <  Im p <  е (1 — р) для функций, входящих в уравнения 
(8) и (9).

Исключим из уравнений (8) и (9) функцию U+(p) и напишем

(р4 -  V)F-(P)  =  (Р4 -  V )  Г+ (р )+  ( 1

1 ~ Р 2

РР\
кп)

4>Pz{p) —

К ( Р ) Ф + ( Р ) , ( 10)

ГДе
К(р)  ^  Р ( 1  +  р) +  рН/с(1 -  р) -  р] } ''* {р4 -  Л/4 -  W  (1  -  ^ - ) 2X

X  (1 -  Р2) - 1 Р ( 1  +  р) +  р ][k (1 -  Р) -  р]]-‘'= j .

Пусть К(р)  =  К+ {р) I К~{р) ,  а произведение функций Г+{р )К- (р )  пред- 
ставим так:

Г+(р )К- (р )  = L + (p) - L - ( p ) ,  , (И )
где функции К+{р)  и L+(p)  регулярны, при Im p >  e (s in 0 О — Р), 
а К - (р) и £ _ (р ) регулярны при Im p <  s ( l  — р). С учетом последних 
равенств на основании теоремы Лиувилля имеем

-^ -= -£ я + (р )Ф +(р) +  (р* -  k f ) L +(p) =  (р* -  */*)Х,_(р) -  

— (1  -  ^  0)Р2 (р) (р) +  (р4 — V) (Р) +\ /i’o /

+  (Р4 -  /с / )Р - (р ) /С (р )  =  5 (р ) , (12)

где S (р) — целая функция.
Факторизацию множителя {[ /г (1 +  Р) +  р] [&(1 — Р) — р ] } '/г 

нить нетрудно

р ( 1  +  Р) +  р ] [ / с ( 1 - р ) - р ] } '^  = [ А ( 1  +  Р )  +  р Г &

[/с(1 — р) — р ]-,/г‘

В Ы 1 Ю Л -

Факторизацию функции р4 — к/1 — ia k f  ( 1
X  {[&(1 +  Р) +  р] [* (1  -  р) -  ? ] } - '*  -  Щ р )

РР
&о

(1 -  р2) - 1 X
мы выполним, поль

зуясь известными правилами [1J. На основании известных представлений 
папишем

К1+/ (р) =  1 +00{ М /d (r i) ^

^ i +  ( р )  2 л * Z i  f a )  f a _  р )

* i - ( p )
/А - ( р )

■foo+ic

J * / f a ) * l
2jtj' ~  p)
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где штрих означает дифференцирование по аргументу. Контуры интегри
рования замкнем в ни жнеи полуплоскости; при этом следует учесть, что 
точка г] =  —/с ( 1  +  р) является точкой ветвления и линия разреза про
водится из этой точки параллельно мнимой оси. Полюсы подынтеграль
ных функций, находящиеся внутри контуров интегрирования, являются 
корнями уравнения Ал (г|) =  0 , точное решение которого может быть вы
полнено лишь численно. Для дальнейшего анализа воспользуемся прибли
женным вычислением корней, ограничившись наиболее интересным слу
чаем, когда скорость распространения изгибных колебаний в пластине 
много больше скорости звука в движущейся среде, т. е. /с/<^/с. Можно 
установить, что внутри контура интегрирования функции Ki+(p)  распо
ложены полюсы г] 1 =  —kf(  1  +  ia) п т\> =  —ikf ( 1  +  *6 ) , где с точностью 
до величины порядка ак72 / к3 1

а =
— м

4(1 — p2)[A2 — (kf -f- Arp)2]v* ’
6 =

4(1 — р2)[/с2 - f  (kf +  kр)Ч'Л ’

а внутри .контура интегрирования функции Ki- (p )  дополнительно име
ется полюс т] =  р. В результате интегрирования и последующего потен
цирования получаем

Ki+(p) =  ъ[р  +  * /(1  +  »а )][р  -г  ik/( 1 +  S6 ) ]  exp [ — J G{p)dp],  

Ki- (p )  =  (b [p  — щ][р — Л«]ехр[ — J G (p)dpJ| ,

где г)3 и г]4 полюсы Функции / м ( г|), лежащие в верхней полуплоскости
ч ' I f  Ki(x\) r\

Ст(р) =  j  ^  — — ------—, нричем можно показать, что интеграл но Ое-
2ш £ К ( п) ц — р

акр
регам разреза Г по порядку величины равен — —< ^ 1, а Ъ =  1.

к6
Определим вид функции L+(p)  в разложении (11). Заметим, что

С
функция Г+ (р) =  — регулярна при Imp >  e(sin0o — Р); К -(р )  —

Р Кх
при Imp < г ( 1  — Р), а функция L+(p) должна быть регулярной в верх
ней полуплоскости при Imp >  s(sin 0о — Р). Пользуясь теоремой Коши, 
напишем

л +оо+г d ,
L+ (p) =  - -  \ Г+(т,)Л:_(г1) — 5— а

2ш -J+id ч - р

е(1 — р) >  (I >  Im р >  e(sin 0 о — Р).

Замкнем контур интегрирования в нижней полуплоскости; тогда подын
тегральное выражение будет иметь лишь один полюс внутри контура инте
грирования. Вычет в этом полюсе дает

■М р )
ikz

K - ( k x). (14)
р — kx

Анализируя асимптотическое поведение функции в выражении (12) при
I р ! оо, находим

S(P) =  Со +  Сф +  С2р2 +  Czp\
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Постоянные С2 и С3 определяем, рассматривая асимптотическое поведе
ние функций в левой части равенства (12)

Сг =  ikzkxK -  (кх) , С3 =  ikzK - ( k x) .

С учетом последних равенств и выражения (12) мы получим
Ах4 -  А/4

Ф +(Р) =

Со +  CiP -  ikzK „ (k x) [  к * р  +  **3 +  кх- _  к - ]

/С+(р) ( 1 - П / 2
(15)

Коэффициенты С0 и С\ легко найти, пользуясь свойством регулярности 
функций £/+ (р) и F - (p ) ,  соответственно, в верхней и нижней полупло
скостях, что приводит к уравнениям

iaA/4(  1 — Ф+(А/) — (dP2(kf) =  О

j i a k / 1 1 -

Ао ' 
ФА/ 

Ао
jcp+ (iA/) — (x>P2(ikj) =  О

5 ( ~  А/)+  f l  +  W t ( -  к ,)К - ( -  к,) =  О\ п о /

S ( - i A , ) +  1 +
/Со

со Рг {— i k j )K - (— ikj) =  О

(16)

Решая систему уравнений (16), мы определяем неизвестные коэффициен
ты Со и Ci, а также пару неизвестных коэффициентов функции Рг(р) . Два 
других коэффициента функции Рг (р) находятся из граничных условий 
на краю пластинки. Так, например, в случае свободного края w " ( 0) =  
=  w" '  (0) =  0. Теперь функция Ф+(р) определена полностью.

Для нахождения потенциала <р воспользуемся уравнением (4), теоре
мой о свертке и, произведя замену пероменной р — к (shir  — р), напишем

Ф =  <Ро + Н 1 - Р 2)
4л

я / 2—|оо

'I Ф+ (т) ехр ( — ik$x) exp [IkB cos (т — 0 )  ] cos xdx,
-л/2-fjco

(17)
где

R =  ^x2 + (i — P2)s2, x  =  R sin 0, 2  = R  cos

У1 -  P2
Вычисляя методом перевала интеграл (17), получаем

(1 — (32)cos 0А
Ф ~  фо + ------ -----------------ф + 1*(sm 0  — Р) X

X  ехр[— ik($x  — i? )]e x p  ̂— t y j  .

При деформации первоначального контура интегрирования в пере
вальный, могут быть задеты особые точки подынтегральной функции. При 
этом существенное значение могут иметь два полюса: первый из них на
ходится в точке т =  0 О, а второй — т =  0 i получается из условия 
р +  А/(1 +  /а) = 0 .  Вычет в первом из этих полюсов даст прошедшую 
через пластину волну при z >  0 и отраженную волну при z <  0, а вычет 
во втором дает волны, излучаемые свободными изшбнымн колебания



ми пластины; последние возникают в результате отражения от края пла
станы вынужденной изгибной волны, возбуждаемой в пластине падаю
щей звуковой волной. Волна, излучаемая в верхнее полупространство* 
регистрируется как аномально прошедшая через пластину звуковая вол
на, а излучаемая в нижнее полупространство представляет собой так на
зываемую иезеркально отраженную волну [2].

Точное решение задачи о дифракции звука на полубесконечной упру
гой пластине в неподвижной среде впервые получепо Г. Д. Малюжинцем 
[3] в виде интеграла Зоммерфольда, путем обобщения метода, использо
ванного ранее в задаче дифракции на клипе с краевыми условиями 
третьего рода, и независимо — автором статьи [4]. Результаты работ 
[3, 4] получаются, естественно, в том случае, если в формулах настоя
щего сообщения р =  0.
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